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1. Zur Theorie der Beuguny an schwarzen 
Schirmen; 
von Friedrich Kottler. 


Die klassische Kirchhoffsche Beugungstheorie gilt bekannt- er 
lich als eine zwar gut brauchbare, jedoch prinzipiell unzulässige 
Näherung. Es ist der Zweck der vorliegenden Arbeit, sie als — 

ine exakte, in aller Strenge gültige Lösung eines ganz be- 
fimmten Beugungsproblems nachzuweisen. 

Dieses Problem betrifft die Beugung am schwarzen 
Schirm. Gewöhnlich pflegt man den schwarzen Schirm als 
in Randwertproblem aufzufassen, obwohl sich keine wider- 
spruchsfreien Randbedingungen hierfür angeben lassen. Ander- 
seits pflegt man, wie dies schon Kirchhoff selbst getan | 
hat, die Kirchhoffsche Formel als Lösung eines Randwert- 
problems anzusehen mit ganz bestimmten Randwerten, die 
angeblich an der Oberfläche des schwarzen Schirms herrschen __ 
sollen. Bei dieser Auffassung stößt man auf die erwahnten 
prinzipiellen Unzulässigkeiten. In der vorliegenden Arbeit > 
wird nun gezeigt, daß die Kirchhoffsche Formel nicht als 
Lösung eines Randwertproblems, sondern eines „Sprung- 
wertproblems‘‘ aufgefaßt werden muß. Darunter ist das Pro- K.- > 
blem verstanden, eine Differentialgleichung zu integrieren, wenn 
nicht die Randwerte der Funktion, sondern bloß gewisse 
Unstetigkeiten (Sprungwerte) derselben die sie auf vorgegebenen 
Flächen besitzen soll, bekannt sind. Dies führt sofort auf eine © 
Definition des schwarzen Schirms, welche allen ideellen 
forderungen genügt, wenn sie auch nicht strenge realisierbar 
ist: der Sprung entsteht an der beleuchteten Seite des schwarzen _ 
Schirms dadurch, daß das Licht aus dem physikalischen Raum 
in einen andern fingierten Raum austritt. (Abschnitt I.) 

Zur näheren Erforschung der bezüglichen Verhältnisse 
wird weiter die stetige Fortsetzung der Sprungwerte angewendet. 
Man wird dadurch ganz naturgemäß auf die Benutzung der ee 
mehrfachen Riemannschen Räume hingeführt, zu welcher 
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Bommörkötd bei spezielle n Problem blanken Halb. 
‚ebene durch das Verfahren der Spiegelung gelangte, was dann 
von Voigt nachträglich auf die schwarze Halbebene an- 

gewendet wurde. (Abschnitt III.) 
: Vorher ist jedoch — zur genauen Festlegung dieser Fort- 
setzung — eine — des in der Kirchhoffschen 


walls aber leider nicht so allgemein. bekannt ist, wie & 
_ wünschenswert wäre. Darum wird eine neue systematische 
Ableitung derselben in Abschnitt II eingefügt. 


Diese Transformation führt auf eine Zerlegung der Kirch- 
 hoffschen Lösung in einen Teil, welcher die Lieht- und Schatten- 
verteilung nach der geometrischen Optik bestimmt, und in 
einen zweiten Teil, jenes Linienintegral, welches über die 
Berandung der beleuchteten Seite des schwarzen Schirms 
zu erstrecken ist und welches angibt, wie die am Rande ent- 
stehende Beugungswelle die unstetige Lichtverteilung der geo- 
- metrischen Optik zu einer stetigen ergänzt. Dadurch ist aber 
ein neues Sprungwertproblem, das sich auf die Grenze des 
geometrischen Schattens bezieht, an Stelle des auf die be 
 Jeuchtete Seite des schwarzen Schirms bezüglichen gesetzt. 
(Abschnitt IV.) 
Ar ty Hier ist es nun möglich durch Betrachtung dieses neuen 
_ Sprungwertproblems für das erwähnte Linienintegral auch die 
 Sommerfeld-Voigtsche Theorie nicht nur für die Halb- 
ebene, sondern auch für schwarze Schirme beliebiger Gestali 
zu formulieren und auf eine der Kirchhoffschen Theorie 
iF - ganz analoge Form zu bringen. Letztere Thecrie ist jedoch 
nicht wie die erstere auch auf den blanken Schirm anwendbar. 
Der beide Theorien umfassende allgemeinste Ansatz führt auf 
eine komplizierte Integralgleichung. (Abschnitt V.) 

Zum Schlusse wird die neue Auffassung an dem Problem 
der schwarzen Halbebene erprobt. Das Sprungwertproblem 
für die Beugungswelle läßt sich in diesem Falle mittels einer 

Methode der Entwicklung in Fouriersche Reihen lösen. 
Man erhält so unter anderem eine neue direkte Ableitung der 
bekannten Sommerfeldschen Formeln. (Abschnitt VI.) 

Die für die schwarze Halbebene erhaltenen Formeln der 

Kirchhoffschen und der Soemmerfeldschen Theorie werden 
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dann mit den Beobachtungen verglichen. Hierbei ist wesentlich, 
daß der numerischen Auswertung der ersteren das Linien- 
integral zugrunde gelegt werde und nicht die durchaus un- 
genügende Annäherung, die Kirchhoff selbst von seinem 
Flächenintegral in Anlehnung an Fresnel gegeben hat und 
die in den Lehrbüchern der Optik allgemein verbreitet ist. 
Der Vergleich mit den spärlichen Beobachtungen an annähernd 
schwarzen Schirmen scheint zugunsten der richtig ausgewerteten 
Kirehhoffschen Formel zu sprechen, die einen viel schärferen 
Abfall der Lichtamplitude im Schatten ergibt als die zwei- 
wertige Sommerfeldsche und selbst die unendlichwertige 
Voigtsche Lösung. (Absehnitt VII.) 

Bei allen diesen Überlegungen wird nur von der Wellen- 
gleichung und nicht von den Maxwellschen Gleichungen 
Gebrauch gemacht, was zunächst ausreicht, da das am schwarzen 
Schirm gebeugte Licht bekanntlich unpolarisiert ist. Die 
genauere elektromagnetische Theorie der Beugung am schwarzen 
Schirm wird Gegenstand einer späteren Abhandlung sein.!) 

Eine vorläufige Mitteilung der hier vorgetragenen Resultate 
ist in den Wiener Berichten erschienen.?) 


I. Die Kirchhoffsche Beugungsformel und der schwarze Schirm. 
1. Das Hu yghens-Kirchhoffsche Prinzip. 

Es sei u® (L, P) die ungestörte Lichtwirkung eines Licht- 
punktes L im Aufpunkt P. Es werde ein sogenannter schwarzer 
Schirm in den Gang der Lichtstrahlen gebracht, d.h. ein Körper, 
weleher das Licht weder reflektiert noch durchläßt. Gefragt 
ist nach der gestörten Lichtwirkung u (L, P), die jetzt in P 


herrscht. 
Beide Funktionen sollen der Schwingungsgleichung 
fu+k?u=0 
genügen. Daher ist der Greensche Satz anwendbar. Man erhält: 


4nu(L,P)=4nu’(2,P) 
1 
(1) + far _ 


1) Elektromagnetische Theorie der Beugung an schwarzen Schirmen, 
Zitiert als B, 

2) F. Kottler, Zur Theorie der Beugung ete, Wiener Ber, Bs, 129. 
S. 3-25. 1920, | 
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Hierin bedeutet df das Element der geschlossenen Oberfläche 

des schwarzen Schirms, n die nach außen gerichtete Normale 
derselben, ferner ist fe 

w (P,Q) = Reeller Teil von ae 

WO rpg die Entfernung von Q nach P bedeutet. (Q ist ein be 

liebiger Punkt der Schirmoberfläche.) 

; Die Formel (1), die nach Kirchhoff!) das Hu yghenssche 

Prinzip heißt, setzt die Kenntnis der Randwerte von u und 
Öu/ön an der Oberfläche des schwarzen Schirms voraus. 


2. Die physikalische Unmöglichkeit eines 
schwarzen Schirms. 

Der oben definierte schwarze Schirm soll das Licht weder 

reflektieren noch hindurchlassen. Diese Bedingungen sind 

jedoch durch keinerlei Annahme über die optischen Material- 

konstanten zu realisieren: 

Um nichts zu reflektieren, müßte der Schirm, wie schon 
Kirchhoff?) bemerkt, den Brechungsindex seiner Umgebung, 
E in unserem Falle den des Äthers, besitzen. Um nichts durch- 
zulassen, müßte er aber entweder blank wie die Metalle sein, 
d.h. alles auffallende Licht zurückwerfen, was nach der ersten 

Annahme ausgeschlossen ist, oder er müßte zwar in der Uber- 
gangsschicht an der Oberfläche durchlässig sein, dafür aber 
das Licht im Innern durch zahllose Reflexionen absorbieren 
und in Wärme verwandeln. Auf die letztere Art wird in der 
 Strahlungstheorie tatsächlich der schwarze Körper realisiert. 
Für die Zwecke der Optik ist dies aber nicht zu brauchen. 
Denn infolge dieser Absorption des Lichts müßte eine gleich 
starke Emission von schwarzer Strahlung verschiedener Wellen- 
längen aus dem Schirm austreten, welche überdies mit der Dauer 
der Belichtung anfänglich wachsen würde. Außerdem wäre die 
_ Schwarze des Schirms von seiner Dieke abhängig; in unendlich 
dünnen Schichten wäre ein solcher Schirm niemals schwarz. 

Weil hingegen in der theoretischen Optik verlangt werden 
muß, daß der Schirm das einfallende Licht unabhängig von 


1) G. Kirchhoff, Vorlesungen über mathematische Optik, 1891. 
Zweite Vorlesung $ 2, Formel (13). 
: 2) z. B. G. Kirchhoff, Zur Theorie der Lichtstrahlen, Berl. Ber. 

1882, (Nachtrag zu den ges, Abh. S, 44.) 
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Dicke und Belichtungsdauer restlos beseitigt, so ist klar, dB 
ein solcher Schirm praktisch in Strenge nicht verwirklicht avs 
werden kann. Da in ihm das Licht spurlos verschwinden müßte, 
würde er das Energieprinzip verletzen. Gleichwohl kann die _ 
Beugungstheorie für ihre Grundlagen einen solchen Schirm ee 
nieht entbehren, weil es darauf ankommt, diese Grundlagen 
möglichst unabhängig von den spezifischen Eigenschaften 
der Schirmmaterie zu entwickeln. ; 

Man muB daher trachten, den schwarzen Schirm von seinen 
inneren Widersprüchen zu befreien und ihn wenigstens durch 
eine Gedankenkonstruktion strenge zu realisieren. 


3. Die Kirchhoffsche Lösung für den schwarzen 
Schirm. 

Ohne auf diese Widersprüche in den Randbedingungen 

einzugehen, hat Kirchhoff!) Annahmen über die unbekannten 


“| Randwerte von u und Öu/ön an der Oberfläche des schwarzen f 


Schirms in (1) gemacht. Sie sind die folgenden: 

Nach der geometrischen Optik zerfällt die Oberfläche f 
des Schirms in einen beleuchteten Teil f, und in einen un- 
beleuchteten (beschaiteten) Teil f,, Die Grenzlinie s zwischen 
beiden Teilen ist diejenige Linie, längs welcher der Kegel der 
von L an die Oberfläche f gelegten Tangenten berührt. Nach 
Kirchhoff soll nun sein: ar 

ou dw 


on 

Auf jy: u=0, =0, d.h. Lichtwirkung Null, 
Damit verwandelt sich (1) in die Kirchhoffsche East: 7 
4au(L, P) =42 uw (L, P) 

+ far. {u( 


wo das Integral über den beleuchteten Teil f, der Oberfläche f 
des Schirms zu erstrecken ist. Diese Kirchhoffschen An- _ 
nahmen sind nun bekanntlich falsch.?) 5 

Erstens nämlich kann die Lichtwirkung an f, nicht die 


Pe 


‚d.h. ungestörte Lichtwirkung. 


(2) 


FR 


1) G. Kirchhoff, Optik, a. a. O. $ 3. x 

2) Vgl. z.B.: A. Sommerfeld, Zur mathematischen Theorie der _ 

Beugungserscheinungen, Gött. Nachr. 1894, insbes. 8.341.000 
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ungestörte, die an f, nicht Null sein. Denn zufolge (1) kommt ja 
überall zur ungestörten Wirkung die Wirkung der Beugung 
hinzu. Berechnet man also nachträglich aus (2) die Rand- 
werte von u und Ou/ön an f, bzw. f,, so findet man sie von den 
Kirchhoffschen Annahmen völlig verschieden. Diesen ersten 
Einwand könnte man noch, wie es gewöhnlich geschieht, da- 
durch zu begegnen versuchen, daß man die Kirchhoffschen 
Randwerte als eine für die Optik ausreichende Näherung,$ w 
etwa als erstes Glied einer Kette von sukzessiven Approxi- 
mationen, ansieht. 


Zweitens aber sind dieKirchhoffschen Annahmen von vorn- 
herein unmöglich. Die Randwerte von u allein oder von Ou/ön 
allein genügen bekanntlich schon zur Bestimmung des Rand- 
wertproblems; beide zusammen können also nicht unabhängig 
voneinander vorgegeben werden. AU 


Drittens ist der Greensche Satz [und damit die Formel (1)] 5 
bei den Kirchhoffsehen Annahmen nicht mehr anwendbar: f “ 
denn der Integrand besitzt nach diesen Annahmen an der 5 
Linie s eine Unstetigkeit, da dort die Randwerte von u bzw. a 
Am von u bzw. auf Null springen. t] 


Gleichwohl ist bekannt, daß die Formel (2) die Erschei-§ " 
nungen sehr gut wiedergibt, ja es wird gezeigt werden, daßf * 
sie sie vorzüglich wiedergibt, wofern man nur an die Stelle ( 
der in den Lehrbiichern der Optik üblichen angenäherten 
Auswertung von (2) die exakte Formel (2) selbst setzt. (Vgl. 1 
Nr. 29.) 


4, Eine neue mathematische Interpretation der Kirch- ' 
a hoffschen Lösung: ( 

»oprungwerte* anstatt „Randwerte‘“. [ 


Die Formel (2) muß also offenbar auf ganz anderen Voraus- 
setzungen beruhen, als sie bei der gewöhnlichen Ableitung | | 
zugrundegelegt werden. Folgendes ist die einfache Aufklärung | | 
des Tatbestandes: 


Die berandete Fläche f,, der beleuchtete Teil des schwarzen 
Schirms, ist eine Unstetigkeitsfläche für die Funktion u. Nachf* 
bekannten Sätzen der Potentialtheorie, die auch für die 
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Sehwingungsgleichung gelten!), hat die durch (2) definierte 
Funktion u die folgenden Sprünge an f}: N | 


wobei die Normale n von der ,,—‘‘-Seite zur „+“-Seite hin 
da- gezogen ist. 

chen Das, was also Kirchhoff als Randwerte ansah, sind in 
"ung, Wirklichkeit die Sprungwerte, d. h. die Differenzen der Band: 


TOXl § werte zu beiden Seiten der f,. 
ri 


Physikalische Bedeutung der neuen Interpretation: 


Fe widerspruchsfreie Konstruktion eines schwarzen 
u/On 

a Schirms. 

and- 
ngig Um die physikalische Bedeutung dieser neuen Auffassung 


zu erkennen, seien die beiden Zweige der Funktion u, die an 
I (1)) der beleuchteten Seite der Schirmfliche zusammenstoßen, 
durch diese hindurch stetig fortgesetzt, wodurch gewisser- 


bar; 
Pr maßen der Sprung beseitigt wird. Um die hierdurch ent- 
heal stehende Zweiwertigkeit der Funktion u zu vermeiden, ist 


man, wie in der Riemannschen zweidimensionalen Funktionen- 
theorie gezwungen, den Raum doppelt (eventuell mehrfach) 
chej.# überdeckt vorzustellen und in jedes Exemplar des so ent- 
dag standenen ‘mehrfachen Riemannschen Raumes je einen Zweig 
tellef der Funktion zu verweisen. 

rten Wir nennen den wirklichen Raum den physikalischen 
Vel. Raum und die anderen fingierten Räume die nichtphysikalischen 
Räume. Der physikalische Raum kommuniziert mit dem ersten 
nichtphysikalischen Raum, ebenso dieser mit dem zweiten, usf., 
endlich der letzte nichtphysikalische Raum wieder mit dem 
physikalischen Raum vermittels der verschiedenen Eng 
der „Verzweigungsfläche“ f,, die von der .,Verzweigungslinie“ : 
[der Grenze zwischen beleuchtetem (f,) und unbeleuchtetem * 
Schirmteil} berandet wird. 

‘aus- Bei Zuhilfenahme dieser Begriffe erkennt man leicht die 
tung | physikalische Bedeutung der neuen Auffassung: An Stelle 
rung — des Sprungs, den die Funktion wu im physikalischen Raum 
allein betrachtet aufweist, tritt jetzt ein stetiger Übergang, 


rch- 


vr. 1) Vgl. z. B.: H. Poincaré, Mathematische Theorie des Lichts, Berlin 
Nach "1894, $ 79 und 80 oder J. Larmor, The mathematical expression of the 
die principle of Huygens, Lond, Math. Soc, Proceed, 1, 1903. § 3. 
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ad der an der beleuchteten Seite des schwarzen Schirms aus dem 
physikalischen Raum hinaus in die nichtphysikalischen Räume 
(sozusagen in eine „transzendente‘ Welt) hinüberführt. Das 
auf die Schirmfläche einfallende Licht wird also nicht ver- 
_ nichtet, sondern nur aus dem physikalischen Raum abgeleitet, 

Freilich könnte ebensogut wie das Licht in den folgenden 
nichtphysikalischen Raum hinaus verschwindet, Licht aus 
dem vorhergehenden nichtphysikalischen Raum — die sämt-. 
lichen Räume bilden ja eine in sich geschlossene Kette — 
in den physikalischen Raum eintreten. Denn unser schwarzer 
Schirm ist ja offenbar ganz durchlässig, er besteht sozusagen 
aus Äther, nur daß es Äther ist, der mit einem anderen Raum 
kommuniziert. Wir werden also (in der späteren Mitteilung) ') 
zu zeigen haben, daß die Kirchhoffsche Lösung so beschaffen 
ist, daß der schwarze Schirm das Licht nur hinausläßt, aber 
in summa nichts hereinläßt. 

Das Vorstehende ist offenbar die logisch einwandfreie 
Lösung des Problems des schwarzen Schirms. Daß wir zu 
_ nichtphysikalischen Räumen unsere Zuflucht nehmen mußten, 
ist nur die Folge davon, daß derselbe im physikalischen Raum 
_ allein betrachtet das Energieprinzip verletzen würde. Daß 
_ unser schwarzer Schirm aus Äther besteht, ist die logische 
Konsequenz der Kirchhoffschen Bedingung für den Brechungs- 
index des schwarzen Körpers. 

In diesem Zusammenhang sei an die ähnliche Konstruktion 

des schwarzen Schirms nach Voigt und Sommerfeld er- 
innert, die allerdings (im Gegensatz zu unserer obigen nach 
Kirchhoff) nicht für beliebige Gestalt des beugenden Schirms, 
sondern nur für den speziellen Fall der Halbebene gilt. Sommer- 
felds ursprünglicher Ansatz?) bezog sich auf einen völlig 
blanken Schirm, wobei Spiegelung auftritt, die auf einen 
Riemannschen Doppelraum (Spiegelbild in dem nichtphysi- 
kalischen Exemplar desselben) führt. Hingegen kamen wir 
hier durch stetige Fortsetzung zu den*Riemannschen Räumen. 
Die erstere Methode entspricht eben einem Randwertproblem, 
die letztere einem Problem, das wir passend Sprungwertproblem 
nennen können. Aus dieser ursprünglichen Sommerfeldschen 


> 


1) B, Nr. 11. 
Br 2) A. Sommerfeld, Mathematische Theorie der Diffraktion, Math. 
Ann, 47, S. 319. 1896. ALTE 
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Lösung leitete Voigt!) die Lösung für eine schwarze Halb- 
ebene ab, indem er in der ersteren nachträglich das reflektierte 
Licht wegstrich. Der blanke Schirm ist ja ebenfalls undurch- 
lässig, freilich auf anderer Grundlage, wie der schwarze Schirm; 
läßt man also nachträglich das reflektierte Licht weg, so hätte 
man beide charakteristischen Eigenschaften des schwarzen 
Schirms beieinander, wenn man von dem angedeuteten Wider- 
spruch zwischen der Ursache der Undurchlässigkeit des blanken 
und des schwarzen Schirms absehen will. Später zeigte sich, 
daß der so erhaltene Schirm nicht genügend schwarz ist, wes- 
halb Voigt?) vorschlug, statt des Doppelraums einen mehr- 
fachen, ja einen unendlichfachen Raum anzunehmen. Wir _ 
kommen auf diese Sommerfeld-Voigtsche Lösung noch 
zurück. 


II. Umformung des Kirchhoffschen Flächenintegrals 
in ein Linienintegral. 
Es erwächst uns jetzt die Aufgabe einer exakten For- 
mulierung des genannten Sprungwertproblems, das der Kirch- 
hoffschen Lösung zugrunde liegt. Bevor dies geschehen kann, - 
ist jedoch ein Exkurs über eine Umformung des in (2) auf- er 
tretenden Kirchhoffschen Flächenintegrals in ein 
über die Berandung s der beleuchteten Schirmfläche f, nötig. 
Diese Umformung, die wesentlich für das Folgende ist, ist Po 2 
zwar leider sehr wenig bekannt, jedoch durchaus nicht neu. 
Sie stammt von G. A. Maggi’), der in ihrer Ableitung auch 


1) W. Voigt, Kompendium der theoret. Physik. 11. Bd. S. 768. 1896. eS ee 
2) W. Voigt, Zur Theorie der Beugung ebener inhomogener Wellen ee ah 
au einem geradlinig begrenzten unendlichen und absolut schwarzen Schirm. 4 EN 
Gött. Nachr. 1899, insbes, S. 3; A. Sommerfeld, Theoretisches über 
die Beugung der Röntgenstrahlen, Zeitschr. f. Math. u. Physik 46. 1901, | rae 
insbes. S. 14; A. Wiegrefe, Über einige mehrwertige Lösungen der Wellen- Br #1 
gleichung etc. Dissertation. Leipzig, J. A. Barth, insbes. S. 12. 1912. Aus- = a 
mg in Ann. d. Phys. 39. S. 449. 1912. Da: 
3) G. A, Ma ggi, Sulla propagazione libera e perturbata delle onde lu- t 


§6; vgl. auch A. Rubinowicz, Die Beugungswelle in der Kirchhoff- ex 
schen Theorie der Beugungserscheinungen, Ann, d, Phys. 58. 8. 257.1917, 


die Beugung (,,Inflexion“‘) als eine Randwirkung, aus dieser Umformung 


die ausgezeichnete Rolle des Randes bei der Beugung in derKirchhoff- 
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im nachfolgenden der prinzipiellen Wichtigkeit halber und 
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schon den Stokesschen Integralsatz benutzte. Wir geben 


im Hinblicke auf anderswo zu erörternde wichtige Zusammen- 
hänge mit der Lehre von den Integralformen der mathe- 
matischen Physik eine neue systematische Ableitung dieser 
Umformung. 


6. Der Greensche Satz für geschlossene Flic en 


Das Integral ij 
Aw 
erstreckt über die sämtlichen Punkte @ einer geschlossenen 


Fläche f, wobei w (P,Q) = £ 


9 mit P als „Aufpunkt‘ (Pol), 


P 
(L,Y) die ungestörte Lichtfunktion mit als „Lichtpunkt“ 
(Pol) (beides sonst überall reguläre Lösungen der Schwingungs 
gleichung) bedeuten, hat den Wert 


> 


ine 
oder 


je nachdem die Fläche f den Lichtpunkt L und den Aufpunkt P 
trennt oder nicht; n ist hierbei die von der Fläche f nach der 
Seite, auf welcher P liegt, hin gezogene Normale. Die Funk- 
tion u® muß dabei im Unendlichen in bekannter Weise ver- 
schwinden (z. B. wie are $ wenn r, die Entfernung von L 
L 

bedeutet).!) 

Man hat hier ein Beispiel eines Integrals über eine ge- 
schlossene Fläche, welches zwar nicht beständig verschwindet, 
immer jedoch einen von der Gestalt der Fläche unabhängigen 
Wert liefert. In der Tat ist die Fläche f beliebig deformierbar. 
sofern nur Lichtpunkt und Aufpunkt hierbei getrennt (bzw. 
nicht getrennt) bleiben, wenn sie anfänglich getrennt (bzw. 
nicht getrennt) waren. Diese Bedingung läßt sich offenbar 
wie folgt realisieren: Man verbinde die beiden Pole des Inte- 
granden L und P durch eine gerade Strecke und schließe die 
unmittelbare Umgebung dieser Strecke durch eine sie um- 
hüllende unendlich schmale Röhre aus dem übrigen Volumen 
des Raums aus. Hat die Fläche f einen Durchstoßpunkt mit 


1) Eine Ableitung dieses Satzes siehe z.B  B. bei bei H, H. Poincaré, Mathem. 
Theorie des Lichts, §§ 81, 82. 
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dieser Röhre (mit anderen Worten: trennt sie Lichtpunkt und 
Aufpunkt), so ist die dabei entstandene unendlich kleine Schnitt- 
kurve als Berandung der Fläche f aufzufassen, die also in diesem 
Falle aufhört, eine geschlossene Fläche zu sein. Innerhalb 
des restlichen Gebietes des Raumes ist (bei Festhaltung dieser M 
Berandung, falls sie existiert) die Fläche f frei deformierbar. — 
Es ist anschaulich klar, daß, wie immer auch die Deformation | 
sich gestalte, Lichtpunkt und Aufpunkt auf diese Weise ge- 
trennt (nicht getrennt) bleiben müssen, so wie sie es anfänglich 
waren. 


7. Anwendung auf eine ungeschlossene Fläche. 


Hieraus ergibt sich: Das Integral in (2) 
u(P, Q) L,Q) 

Jar. — w (P,Q) ae 


erstreckt über eine ungeschlossene, von der Linie s berandete 
Fläche f, hängt nur von der Berandung ab, wenn darunter 
außer s noch jene unendlich kleine Kurve s, verstanden wird Pr 
die eventuell auf f, durch die unendlich schmale Röhre LP 
ausgeschnitten wird. 
In der Tat, ergänzt man die Fläche f, zu einer geschlossenen — 
Fläche f durch eine ebenfalls von s berandete Fläche },, a 
ganz beliebig sein kann, wofern sie bloß die Röhre LP nicht 
durchquert, so findet man das Integral über f gleich Null, 
wenn f, keinen Durchstoßpunkt mit der LP besitzt. D.h. der 
Wert des Integrals über f, ist gleich dem Wert des Integrals über fs, 
wenn auf der letzteren Fläche die entgegengesetzte Richtung 
der Normale wie die von f gewählt wird. Das Integral über f, 
hängt in diesem Fall nur von der Berandung s ab. Besitzt 
jedoch f, einen Durchstoßpunkt mit der Röhre LP, der weder 
mit L noch mit P zusammenfallen möge und auch nicht auf 
die Berandung s zu liegen komme?), so ist der Wert des Integrals 


über f nach Nr. 6 gleich + 42 u® (L, P), je nachdem die Nor- i 
male n von f, im Durchstoßpunkt mit der Richtung von L TER 
nach P übereinstimmt oder nicht, d. h. cos (LP,n) = 0 ist. Be: 


Das Integral über f, ist in diesem Falle bis auf den Summanden 
+42 u® (L, P), welcher von der Existenz der kleinen Rand- 
kurve s, abhängt, gleich dem Integral über f,; es hängt somit 
außer von s, wieder nur von s ab, 


1) Vgl. Nr. 8, 
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Nach dem Stokesschen Satz ist aber ein Integral über 
eine ungeschlossene Fläche f, in ein Integral über die Berandung; 
derselben verwandelbar, wenn beliebige Deformationen der 
Binnenfläche von f, bei Festhaltung der Linie s seinen Wert 
nicht ändern. Sei 

fiat, 


dieses Integral, so hat man nach den Regeln der Vektoranalysis 
J = (rot &. n) 


anzusetzen, d. h. gleich dem skalaren Produkte aus dem 
Einheitsvektor der Normalen t und der Rotation aus einem 
Vektorpotential 2. Dieses Vektorpotential X ist nur bis auf 
den Gradienten aus einem Skalar, grad ®, bestimmbar, da 
rot grad® =0. Wählt man irgendeinen Wert %, der die 
obige Gleichung befriedigt, so findet man in bekannter Weise, 
wenn f, keinen use mit der LP besitzt: 
f Jap, (d3-%), 
wo d3 das gerichtete Element der geschlossenen Randlinie s 
bedeutet, deren Umlauissinn so bestimmt wird, daß sie die 
Normale n im positiven Koordinatensinn umkreist. Das Linien- 


integral $ geht längs der geschlossenen Berandung s. Besitzt 


jedoch die f, einen Durchstoßpunkt mit LP, so hat man mit d3, 
Element der kleinen Berandung 5: 

San =$ (a3 — $ day 
Der Wert des zweiten Integrals rechts ist offenbar ns nach dem 


vorigen gleich X 42 u® (L, P), je nachdem cos (LP P,n)=0. 
Also gilt 


f Jaf, = $ + w (L, PH}, 


wo der doppelt umklammerte Term nur auftritt, wenn ein 
Durchstoßpunkt der f, mit der LP vorhanden ist. Wir nennen 
das Linienintegral rechts über die Berandung das Beugungs- 
integral und bezeichnen es mit 42 u®(L, P). 

Um die Umformung des Flächenintegrals in (2) in ein 
Randintegral vorzunehmen, hat man infolgedessen, weil die 
Normale n des schwarzen Schirms auf der beleuchteten Seite f, 
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Hierin bedeutet u* (L, P) das sogenannte Residuum, welches 
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nach außen, d.i. gegen L hin zeigt: cos (LP, n) <0. Mithin 
P, ’ . 

far. — w (P,Q 
=4au?(L,P)— {f4au(L, Py, 


somit kommt statt (2): 
(4) u(L, P) = u* (L, P) + u® (L, P). 


gleich u9 (L, P) oder Null ist, je nachdem die Gerade LP die 
beleuchtete Schirmfliche nicht trifft oder trifft. Die physi- 
kalische Bedeutung des Residuums u* ist einfach die Licht- = 
verteilung nach den Regeln der geometrischen Optik: Im > 
„Sehatten‘‘ ist sie Null, im „Licht“ hat sie den vollen Wert oa 
der ungestörten Lichtfunktion. Zu dieser geometrisch- ‚optischen 
Verteilung tritt in der Wellenoptik die Beugungswelle whingsue 
Kirchhoff hat bewiesen!), daß das fd df, im Grenz- Be 
falle unendlich kleiner Wellenlänge (lim k > ®) sich auf 
—{{4u° (L, P)}} reduziert, daß mithin lim u?+0 wird. 
ko 
D. h. das Licht breitet sich geradlinig aus, wenn von der 
Beugung abgesehen werden kann. Dies ist die nachträgliche | 
Rechtfertigung unserer Auszeichnung der geraden Verbindungs- _ 
linie LP, an deren Stelle jede andere (krumme) Verbindungs- _ 
linie LP als Indikatrix dafür hätte genommen werden können, 
ob die Fläche f, mit ihr einen Durchstoßpunkt besitzt und . 
daher L und P trennt oder nicht trennt, was natürlich andere 


u* und u? in (4) zur Folge hätte. Er ’ 
£ 


8. Die Ausnahmefälle, 


Ausgeschlossen waren bisher die Fälle, daß der DurchstoB- _ 
punkt der Fläche f, mit der LP nach L oder P. selbst 
bzw. auf die Randkurve s zu liegen komme. Im ersten Fall 
hat man es, z. B. wenn der Aufpunkt P in die Fläche rückt, 
mit der bekannten Unstetigkeit (Sprung) des Flächenintegrals _ 
vom Typus (8) zu tun. Im letzteren Fall, wenn der Durch- 
stoBpunkt auf s zu liegen kommt, ist zwar das Flächen- 
integral stetig, nicht aber das Linienintegral u”. Der Auf- 
punkt P befindet sich dann in der Verlängerung eines vom 
L nach einem des Schirms 
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Strahls, also auf der Grenze des Schattens, den der Schi 
nach der geometrischen Optik werfen soll. Das Beugung§Wir | 
integral u® ist demnach an der Schattengrenze unstetig. Un 
zwar ist die Unstetigkeit von u” gemäß (4) der Unstetigke 
von u* an der Schattengrenze genau entgegengesetzt gleich 
da u selbst, wie aus der Stetigkeit des Flächenintegrals in (2 
an der Schattengrenze hervorgeht, dortselbst stetig ist. Hier 
aus berechnet sich, weil das Residuum u* offenbar an de 
Schattengrenze die Sprünge 


* * 0 öu* 0 u, mit 
\u )Lieht (u )Schatten =u, (Fe) atten 


n 
aufweist, der Sprung von u” wie folgt nate 
„ 
ow 
(5) — (schatten = — u", rot 


Hingegen ist u” an der beleuchteten Schirmfläche f, nach i En 
stetig, da u und u* dortselbst die gleichen Unstetigkeite 
besitzen. 

Es mag noch bemerkt werden, daß im Falle des Auftreten 
mehrerer Durchstoßpunkte der f, mit der LP der Wert (49 wol 
von u sich nicht ändert, wenn diese in ungerader Anzahl auf 
treten. Paarweise auftretende Durehstoßpunkte liefern hin 


gegen für die Summe der $ (d3, A) über die bzgl. Randkurven ı q 
zusammen Null, wie eine leichte Rechnung ergibt. ” 
9. Durehführung der Transformation des Flächenf 9, 
‘i integrals in einem Spezialfalle. 
pa Ks erübrigt nunmehr die praktische Berechnung des Linier- 
integrals u”. Hierzu müssen wir die ungestörte Lichtfunktionf B 


u® kennen; wir nehmen an, daß u® eine gewöhnliche K ugelwelk N 
mit dem Zentrum in L sei: 


-ikr u 
(I, P) = D 
"LP 
Somit schreibt sich der Integrand J des Flichenintegrals: 
d 


pg on rig 


y - 
 - 
= 
Le 
a 
+ d 
B 
3 i - 
ine 
“ 
a 
> 


Zur Theorie der Beugung an schwarzen Schirmen. 419 


Sching Die Differentation gilt selbstverständlich für die Stelle Q 
Wir schreiben J weiter als skalares Produkt: 


der fi. 
h 
Un 


J=(B-y 
tigkei 
. „wobei gesetzt ist: 

gleich 

j -ikrp -ikrp - ikr 

m grad, | - grad, = 

Hier "Le "pg ‘pe 

n de Wir haben also die Vektorgleichung zu lösen 
B = rot % 

du, Ämit X als Unbekannter. 

on Hierzu führen wir passend rotations-elliptische Koordi- 


naten ein. Wir nehmen LP als die doppelte Brennweite eines — 
konfokalen Büschels von Rotationsellipsoiden bzw. 2schaligen Be 
- 5 Rotationshyperboloiden mit den Brennpunkten in L und P. a ae 


h (4 Wir nehmen die LP zur 2-Achse, den Ursprung in der Mite er oe 
jr LP, setzen LP =2f und haben 


celtel 
x = f sinh sin p cos , y = fsinh sin sin v 

reten z= feosh} cos u, 

t Mwobeii OSASm, 0S sind. 


nz Man findet, wenn Q irgendein Punkt ist: 


rpg = f(ecoshA — cosu), rpg = f-(coshé + cos u). 


en § 
Führt man Vektorkomponenten nach 
Koordinaten Au» ein, so hat man 


—ikr 
hen e LQ 
| ar 8,51 at 3,5, = he 
tie ... = 


und ferner wegen ® = rot X nach den Regeln des absoluten 
Differentialkalkiils?) 


1) Für eine Maßbestimmung ds? = Bay da,dx, hat man, wenn a 


ik=x 


die Determinante, a‘* die Reziproken der a;, sind: 


rals: 


raf 
- 
5 
N 
3 
zer, 
j usw. al 


fsinhd sinn 8, = du, 


(cosh*’é — cos? u) or 
sinh A sin u Ou 


Wegen der arialen Symmetrie des Problems gilt 7 =0, 
also auch ®, =0. Der unbekannte Vektor A ist, wie schon 


Br Wegen der letzten der drei vorstehenden Gere 
he und wegen B, = Osicht man, daß A, = 5; (.-.), U, = 
wird; somit kann man %, = %, = 0 nehmen, da nur die 
 Weglassung eines grad in X bedeutet. Dann ergibt sich leicht 
Ei > aus den zwei ersten Gleichungen: 


sin? u — 2ikf coshA 
f (cosh? A — cos? ") 


+20) 1 

Teg + tre) [tpg tre] 
Hierin bedeuten rpg bzw. t,, die von P baw. L nach Q hin 
gezogenen Radienvektoren; [tpg tz] ist deren Vektorprodukt, 
_ (tpg+tze) deren skalares Produkt. Daher gilt für die gesamte 
us gestérte Lichtfunktion nach (4): 


L, P) = u* (L, P) — § (dd, [tra 197 ql) 
1 e-i'k(rpg +r2Q) 


ikry pP 


wobei u* (L, P) im „Licht“ gleich - —, im „Schatten“ 


LP 


ee gleich Null ist. Man beachte, daß die Unstetigkeit des 
Beugungsintegrals 

1 
an der Schattengrenze sich durch eine Unendlichkeit von 
zu erkennen gibt. Wenn nämlich der  Randpunkt Q auf der 
Strecke LP liegt, so ist 
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rpg + (teg* tie) = 9, 
da tpg und r,, alsdann entgegengesetzt parallel sind; mithin. 
oo. 


Ill. Die stetige Fortsetzung der Kirchhoffschen Lösung. 


10. Fortsetzung von Residuum und Beugungswelle. 
Zur Beseitigung des Sprunges, den nach Nr. 4 die Kirch- es EN 1.20 


hoffsche Lösung an der beleuchteten Fläche des schwarzen ahaa 
Schirms aufweist, war in Nr. 5 die stetige Fortsetzung der da- a 
selbst auftretenden beiden Funktionszweige in fingierte nicht- 
physikalische Räume hinaus eingeführt worden, was gleichzeitig ee: 


als physikalische Interpretation der Art und Weise, wie der a ‘ 
schwarze Schirm das auffallende Licht „vernichtet“, diente. = ke 


Es handelt sich jetzt darum, die stetige Fortsetzung der beiden 
Teile, in welche nach (4) die Lichtfunktion zerspalten wurde, 
getrennt durchzuführen. 

Nach dem in Nr.8 Gesagten ist die Beugungswelle u” = 
an der beleuchteten Fläche f, stetig. Die stetige Fortsetzung ~ 45 
von u? kann daher nichts Neues liefern. Die Beugungswelle 
der Kirchhoffschen Theorie ist demnach einwertig. MR: 

Anders das geometrisch-optische Residuum «*. Dieses 
weist an f, die gleichen Sprungwerte wie die gesamte Licht. 
funktion u auf. Die stetige Fortsetzung von u ist also gleich- — 
bedeutend mit der von u*. Die beiden Zweige von u* sind 
aber volles Licht u® und Null. Es ist klar, daß daher die stetige ———_ 
Fortsetzung von u* auf einen zweiten, nichtphysikalischen _ 
Raum führt, in welchem sich die genau komplementäre Beh — 
verteilung zu der Lichtverteilung im physikalischen 3 Be: 


wiederfindet; d.h. wo „Licht“ im physikalischen Raum ist 
ist im nichtphysikalischen „Sehatten‘‘ und umgekehrt. Die 
folgende Fig. 1 veranschaulicht schematisch an einem ebenen 
Querschnitt senkrecht zur Schirmfläche die Lichtverteilung — 
in beiden Räumen (Blättern der Querschnittsebene). 

Hierbei bedeuten: L den Lichtpunkt, f, die beleuchtete 
Seite des schwarzen Schirms, F, bzw. F, die Schattengrenze oy 
im physikalischen Raum I bzw. nichtphysikalischen Raum II De. 
(unter Schattengrenze wird hier nach Nr.8 nur der in der ER 
Figur angedeutete Mantel eines Kegelstumpfs, der einerseits 
durch f,, anderseits durch oo begrenzt wird, verstanden und 

Annalen der Folge. 70. 
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nieht auch die hy selber, die streng genommen zur Schatten. 
egrenzung gehören würde). Der beleuchtete Teil des Raums 
(das „Licht‘‘) ist in der Figur weiß gelassen, der beschattete 
(der „‚Sehatten‘“) schraffiert. 


N 


Fig. 1. 


Bar Nach dem vorstehenden genügen demnach 2 Räume (ein 
und ein nichtphysikalischer) zur Unterbringung 
ies der Lichtfunktion u* und ebenso von u. Die Kirchhoffsche 
 Lésung u ist demnach zweiwertig. 


11. Die Verhälnisse im niehtphysikalischen Raum. 


| Durch die vorstehend angegebene stetige Fortsetzung ist 
der Sprung, den die Lichtfunktion im physikalischen Raum 

aufwies, weggeschafft: dies entspricht den physikalischen 
 Geettom, welche Stetigkeit verlangen, wenn der Brechungs- 


Körper, Nr. 2 oder Nr. 5) stetig ist. Betrachten wir aber den 
nichtphysikalischen Raum II. 

a ee Um einen Uberblick über die Lichtverteilung in beiden 
Räumen zu gewinnen, wollen wir einen doppelten Umlauf 
auf einem kleinen Kreise, dessen Mittelpunkt ein Randpunkt, 
dessen Ebene senkrecht zum Schirmrand sein möge, vollführen. 
Es genügt eine schematische Kenntnis der Lichtamplituden. 
Infolgedessen wollen wir die ungestörte Lichtfunktion u® auf 
diesem kleinen Kreise überall konstant annehmen. Die Kirch- 
hoffsche Beugungswelle wu? läßt sich dann leicht ermitteln 
(vgl. später Nr. 28); wir wollen einstweilen das Resultat als 
bekannt vorwegnehmen und in die Fig. 2 eintragen. 

Pe Wir nehmen den Schirm in die Nahe des betrachteten Rand- 
oy Bei _punktes R als eben an und führen auf dem Kreise einen Winkel ¢ 
ee ein, der entgegen dem Sinne des Uhrzeigers gezählt werde, 
vr wie es Fig. 2a andeutet. Der Strahl, welcher den Lichtpunkt 1, 
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mit R verbindet, bilde den Winkel g,; wir können immer Be 
0< 9, <r nehmen. (Vgl. Anmerkung 1) zu Nr. 19.) Die 7a 
$ehattengrenze bildet daher den Winkel g,+ 2. Der Teil ee. 
des Raumes von g=0 bis » = 9, + 2 ist beleuchtet a 
(u* = u,), der restliche Teil beschattet (u* = 0). Wir nehmen ae 
nun den nichtphysikalischen Raum hinzu und zwar wollen “ 
wir ihn von 9 = ie 


Fig. 2. 


in Fig. 2 die Winkel ¢ als Abszissen, die zugehörigen Amplituden 
als Ordinaten auf. u* erscheint wegen der vorausgesetzten 
Konstanz als Parallele zur Abszissenachse, soweit es von Null 
verschieden ist, also im physikalischen Raum I von 9 = 0 
bs = gy, +2, im nichtphysikalischen Raum II im komple- 
mentären Teil von y= 9,+2a—2n=9,—2 bis p=22 
—22=0. Die Beugungswelle u? ist einwertig, daher in beiden 
Räumen gleich. Und zwar weist sie an der Schattengrenze 

=9,-+2 in beiden Räumen den gleichen Sprung [Nr. 8, 
Gleichung (5)] 


— 0) — (gp +r+)=—u, 
— — 0) — +0) = — u0 


auf. Der übrige Verlauf von w” ist, wie in der Fig. 2 angegeben, 
der einer geneigten Geraden, die durch den Punkt ¢ = 9, 
bzw. = g, — 2m der Abszissenachse geht. Die Werte von uz 
in = 0 und in = 2a und ebenso ing = — 2m und g = 0 
ind natürlich genau gleich. 

Zeichnet man nun die gesamte Lichtfunktion u = u* + u” 
ein, so bekommt man die gestrichelte Linie. Im physikalischen 
Raum I ist sie daher durchaus stetig, im nichtphysikalischen 
Raum jedoch an der Schattengrenze unstetig; man hat dort 


ffenb: 
(g, — 0) — rn +0) = — 2u°, 
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da ja das Residuum i 

- a — 0) — u* (9, —2+0)=— 
sich dort zum Residuum an der Schattengrenze des physika. 


lischen Raums komplementär (anstatt gleich) verhält. 
Dieses Verhalten der Funktion u scheint auf den ersten 


Blick unzulässig. Der Sprung, den wir mittels der stetigen 
Fortsetzung hinausschaffen wollten, ist nun neuerlich da; 
allerdings inmitten des nichtphysikalischen Raums. Die 
scheint den physikalischen Gesetzen zu widersprechen. 
Nun ist es aber durchaus nicht notwendig, die Gültigkeit 
der physikalischen Gesetze auch im nichtphysikalischen Raun 
zu verlangen. Schon Voigt!) erkannte in den nichtphysi- 
kalischen Räumen seines mehrfachen Riemannschen Raume 


eine gewisse Willkürlichkeit hinsichtlich der Ordnung de 


Vielfachheit und ferner hinsichtlich des Umstandes, ‚daß 


man offenbar, ohne mit den Festsetzungen des Problems in 
Widerspruch zu kommen, in den nichtphysikalischen Teilen 


des Raumes abermals schwarze Körper und damit neue Ver- 
zweigungsschnitte als vorhanden annehmen kann. Dagegen 
ist natürlich die Anwesenheit von Licht-, d. h. Energiequellen 
und auch von reflektierenden Körpern in jenen Teilen durch 
die Definition der absolut schwarzen Körper ausgeschlossen“. 
Sommerfeld?) geht im Anschluß hieran so weit, „daß man 
nicht genötigt wäre, den Zustand auf den fingierten Blättern 
den Maxwellschen Gleichungen zu unterwerfen, insoweit 
als durch eine andersartige Fortsetzung des Zustandes keine 
Reflexionsvorgänge erzeugt werden“. (Sommerfeld geht 
bekanntlich vom blanken Schirm durch Spiegelung aus und 


gelangt zum schwarzen Schirm durch Streichung des reflek- 


tierten Lichts.) Voigt hat seine Auffassung dahin präzisiert, 
daß er die Art der Schwärze des Schirms willkürlich läßt bis 


auf die Bedingung, daß der Vektor des Poyntingschen Energie 


flusses allemal auf der Oberfläche des schwarzen Körpers nach 


Aimmen gerichtet sein muß. 


Indem wir uns den Nachweis, daß diese Bedingung be 
der vorstehend skizzierten Kirchhoffschen Lösung erfüllt 
ist, für die spätere Mitteilung®) vorbehalten, sieht man auf 


1) W. Voigt, Gött. Nachr. |. c. S. 3—4, 1899. 


2) A. Sommerfeld, Ztschr. Math. Phys. 1. ec. S. 14. 1901. 
3) B, Nr. 11. 
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Grund der zitierten Erwägungen leicht, daß der Sprung der ER 
Funktion u im nichtphysikalischen Raum ohne Belang ist. 
Die Stetigkeit der Funktion muß bloß für den 
Raum verlangt werden. an 
Diese Ungiiltigkeit der physikalischen Gesetze an einer Stelle 
des nichtphysikalischen Raums hat allerdings zur Folge, daß die A 


der Reflexion am blanken Schirm. Fügt man nämlich wie bei _ 2 
Sommerfeld das Spiegelbild der Lichtquelle am (ebenen) 
Sehirm hinzu, welches naturgemäß außerhalb des physikalischen 
Raums, somit im nichtphysikalischen Raum Platz finden muß, 


50 bekommt man das Spiegelbild der Schattengrenze des we 


physikalischen Raums im nichtphysikalischen Raum und < 
umgekehrt. Hieraus folgt, daß das reflektierte Licht an der a 
zugehörigen Schattengrenze (die zur Schattengrenze des ein- er 


fallenden Lichtes spiegelbildlich symmetrisch liegt), im physi- a 


kalischen Raum einen analogen Sprung aufweist wie das ein- ot 4 
| fallende Licht an der Schattengrenze im nichtphysikalischen 
Raum. Wollte man diesen Sprung aber beseitigen, so könnten $$ 


die Randbedingungen an der Schirmfläche nicht erfüllt sein, 
wie eine leichte Überlegung ergibt. > 

Hingegen ist natürlich die Sommerfeldsche zweiwertige _ 
Lösung!) an beiden Schattengrenzen sowohl des physikalischen as oe 
als des nichtphysikalischen Raums stetig und daher zur An- 
wendung beim blanken Schirm geeignet. Anderseits weist diese ART 
Lösung, wie wir in Nr.17 sehen werden, an der Fläche f, des 
schwarzen Schirms ganz andere, komplizierte Bee 
auf, als die Kirchhoffsche sie gemäß (8) aufweist und ist 
daher zur Interpretation durch das Sprungwertproblem in 
der Form (3), welches die einfachste Realisierung eines schwarzen 
Schirms ist, nicht geeignet. 


im nichtph ysikalischen Raum. 
Es ist jedoch pr 1 den ‚Sprung der Kirehhoffschen 


1) A. Sommerfeld, Math. Ann. 1.c, 86... 
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Körper (vgl. das obenstehende Zitat) in scharfem Wider. 
spruch steht. 
u Dies gelingt durch eine Methode!), die vom mathematischen 
Gesichtspunkt der im vorstehenden skizzierten Bedeutung 
der Kirchhoffschen Lösung am angemessensten erscheint, 
Sie beruht auf der konsequenten Anwendung der stetigen 
Fortsetzung auch in den nichtphysikalischen Räumen. Dief sin 
stetige Fortsetzung, angewendet auf den Sprung an der Schatten- 
grenze des nichtphysikalischen Raums (vgl. Fig. 2, wo jetzt dief hal 
_ striehlierte Kurve stetig fortgesetzt zu denken ist) führt sofort} Eir 
auf das Folgende: glei 
Man denke sich nicht einen, sondern unendlich viele nicht-§ auf 
physikalische Räume, die so zusammenhängen, daß sie einef we 
Kette bilden, in deren Mitte der physikalische Raum liegt, 
Seien +7, +II, +III usf. die Nummern dieser nichtphysi- 
kalischen Räume, die des physikalischen sei diesmal Null 
(anstatt I wie vorhin!) Dann denke man sich außer der wirk- g 
lichen Lichtquelle u® im Raume Null, fingierte Lichtquellen von P 
den Amplituden: + 2 u® in — I, + 8u° in — II usf. und din 
+J],—vw%in+ II, — 2uPin + III usf. Das Residuum u* ist also 
im Raume — J (dem Raum IIf{der früheren Fig.2) von g = — 2a 
bis g= 9, —2 nicht Null, sondern + 2u®, von =g,—a 


et 


sti 


| 
in ln - = p y nan in infin 
| 
| 


Amplitude 


| 
nicht physikal \ nicht physthal 
um | Adum 

7 
Fig. 3. 
bis g = 0 bleibt es gleich + u®, im physikalischen Raume Null 
(dem Raum J der Fig. 2) ist es + u von p=0 bis p=g,+2 
und Null von g=9,+2 bis g=2n. Ebenso ist es Null 
im anschließenden Raum + J] von = 2x bis 9 = 9, + 82 
und gleich — u® von = g, + 82 bis » = 4: usf. in infinitum. 


=== 


1) Der Verfasser verdankt diese Methode einem frdl. Vorschlag von 
Prof. W. Wirtinger in Wien, 1% Er ] 
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Die vorstehende Fig. 3 läßt erkennen, daß die resultierende 
Gesamtfunktion u = u* + u? (die gestrichelte Kurve) stetig ist. 
Die Bedeutung der entgegengesetzten Vorzeichen bei den 
Amplituden der einzelnen Lichtpunkte LL, bzw. L _; D4, usf. 
ist die, daß es Lichtpunkte sind, die mit gleicher Intensität, 
jedoch entgegengesetzter Phase schwingen. Diese Lichtpunkte 
Dief sind natürlich kohärent zu denken. 
tten- An dem Verhalten der Kirchhoffschen Lösung u inner- 
it dief halb des physikalischen Raums ändert sich indes durch die 
ofortf Einführung der vorstehenden Fiktionen, wie Fig. 3 im Ver- 
gleich zu Fig. 2 zeigt, gar nichts. Es soll daher im folgenden 
icht-f auf die hier skizzierte Auffassung nicht weiter eingegangen 
einef werden. 


liegt. IV. Die Formulierung des Sprungwertproblems, a 
Wir haben nunmehr alles Rüstzeug zur exakten Formu- 


Ne lierung des der Kirchhoffschen Lösung zugrunde liegenden 
wirk- 37 
a Sprungwertproblems beieinander. Bemerkt sei, daß dieses 


Problem, eine Funktion nicht durch ihre Randwerte, sondern 
: lek auf Grund vorgegebener Unstetigkeiten allein zu bestimmen, 
in der einschlägigen mathematischen Literatur ziemlich un- 
bekannt zu sein scheint, wenngleich seine Lösung nach den 
bekannten Methoden Greens sofort gelingt. Hierher gehört 
etwa das, was bei Pockels!) über die Integration der Schwin- 
gungsgleichung auf geschlossenen Flächen bei gegebenen Un- 
stetigkeiten nach einer Idee von F. Klein ausgeführt wird. 


18. Das Sprungwertproblem. 


infin Wir beginnen im schlichten (== einfach überdeckten) 
physikalischen Raum. 
oh al Es sei eine Funktion u(Z,P) zu bestimmen unter den 
fun folgenden Bedingungen: 

1. du+k?u=O0 im ganzen Raum außer in den sub 2 
5 und 3 erwähnten Stellen. 
Null 2. u hat in L einen Pol, wo es sich wie 1/rp, für im P>L 
+71 verhält. 
8. u hat an der berandeten Fläche f, die Sprungwerte 
um. =u, =7. 


= 
cry 
Fahr 
« 
- 
Ag 
- 


4. u verschwindet im Unendlichen derart, daß ein noch 
näher anzugebendes Integral über eine unendlich ferne Fläche 
verschwindet. Der Greensche Satz liefert 


far dw — =— =f af (n 


Die Integration links geht über das ganze Gebiet v, das von 


he r oder den Flächen / begrenzt ist, über welche rechts integriert 
= Diese sind so zu wählen, daß innerhalb des Volumens + 


keine Singularitäten von u liegen. Die Normale n zielt ins 


von v. 
en a Wenn nun w ebenfalls eine innerhalb » reguläre Lösung 
der Schwingungsgleichung ist, so verbleibt 


.[, Ow du 

RE. ür w wähle man nun eine sogenannte Grundlösung der Schwin- 
ss gungsgleichung, d.h. eine solche, welche im Punkte P einen 
jae Pol besitzt, wo sie wie 1/rpg für lim Q—> P unendlich wird, 
5 ae sonst überall regulär ist und im Unendlichen wie 1/rpg für 


lim Q> oo verschwindet. Eine solche Grundlösung ist durch 
diese Bedingungen, anders als ihr Analogon in der Laplace- 
schen Potentialtheorie, nicht eindeutig bestimmt. Denn bei 
der Schwingungsgleichung gibt es überall reguläre Lösungen, 


ae. im Unendlichen verschwinden, wie z. B. ER Wir 


A 
| 
s 
= 


w (P,Q) = Reeller Teil von — oo 
PQ 
Für u nehmen wir die gemäß den Bedingungen 1—4 zu be 
_stimmende Funktion. Daher sind aus dem Integrations- 
volumen v durch umhüllende Flächen auszuschließen: L, P 
und die berandete Unstetigkeitsfläche f,. Gegen das Un- 
_ endliche begrenzen wir das Integrationsvolumen durch eine fz. 
B = erhält in leicht verständlicher Schreibweise: 


Teile 
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—ikr 
PQ | 
(1, Q) . — rp 

liefert. Zur Auswertung in L setze man gemäß 2 5 


u (L,Q) = 1/r,g- 9 @), 


wo g (Q) für lim Q > L regulär ist. Man erhält von dem auf L = 
bezüglichen Integral 


soll, daß 


Wir kommen auf diese Bedingung noch näher zurück. is 
Dann behält man 4 
far - 
®) 4+42w(P,L)g 
Läßt man nun die um f, geschlagene geschlossene Fläche auf 
beiden Seiten + der f, unendlich nahe gegen die f, zusammen- Pa = 
schrumpfen, so kommt: 7 


8 w (P,Q) 


L, L,Q- 
- fan 


Oder nach 3 mtn=n;: 5 

In den vorausgegangenen Abschnitten hatten wir die un- fe 
gestörte Lichtfunktion u® L, P) eingeführt, die ohne Schirm f, a 


herrschen wiirde. Aus obiger Gleichung folgt somit: 
u? (L, P) w (P, L) g (L) . 


- 
von 
lert 
ins 
in 
f 
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Zur Auswertung im Unendlichen machen wir die sub 4 vor- en. 
behaltene Annahme, daß u im Unendlichen so verschwinden Er a 
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F. Kotler. 
Somit ergibt sich endlich als Lösung unseres Sprungwertproblems 
4ru(L,P)=4nu°(L, P) 

+ [are {UL —V(L,Q w(2,Q} 


Macht man nun noch die speziellen Kirchhoffschen An- 
nahmen (3) über die vorgegebenen Sprungwerte: 


dw 
U=w, 
so erhält man tatsächlich die Kirchhoffsche Lösung ae 


4nu(L,P) = 42u°(L,P) 


aw(P, 
- 


(P,Q) 


14. Die Bedingung im Unendlichen. ed : 
Damit das Integral 
dw du 


(Tie verschwinde, reicht es nicht mehr (wie in der Potentialtheorie) 
hin, daß sich u(L,Q) für imQ> oo wie 1/r,, verhalte. 
Fi B. würde die Lösung 


“i= 


sinkr, 


; _ diese letztere Bedingung erfüllen; jedoch ergibt sich mit u 


= - fiir das angeführte Integral der Grenzwert 


Verschwinden des fi 


. sinkr, p 
‚statt Null 

eoskr,g 
Hingegen ergibt u” = 


rr 
Damit also das 


Ste (x 


coskr, 


wo w(P,Q)= © ist, verschwinde, ist hinreichend, daß 


verhalte. 


. ‚,.eoskr 
u (L, Q) sich für lim () wie — 
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Wir werden später (Nr. 27) tatsächlich zeigen, daß unsere = En: 
Kirchhoffsche Lösung (2) im Unendlichen diese Bedingung 
erfüllt, daß daher die Annahme 4 in Nr. 13 zulässig war.) 
15. Eindeutigkeit der Lösung. N 
An Wenn alle 4 in Nr. 13 angegebenen Bedingungen befriedigt peek 
sind, dann und nur dann ist die gefundene Lésung eindeutig oo 
bestimmt. Angenommen nämlich, es gäbe zwei Lösungen pa! 

u, (L, P) und u, (L, P), welche den angegebenen Bedingungen 


Genüge leisten, dann ist u, = u, — u, ebenfalls eine PURE 


die überall regulär ist und auch die Bedingung ee | 
Safes (uy $2 — u = 0 


befriedigt. Nach dem Greenschen Satz gilt fiir eine solche 
Lösung (vgl. Nr. 13): = 


d.h. u, muß identisch Null sein oder u, = u,. ei wd tot 


vie! 
u V. Das Sprungwertproblem für das Beugungsintegral = 
N nach Kirchhoff und Sommerfeld. | 
Es handelt sich jetzt um den Übergang zu den mehrfachen Be 
Riemannschen Räumen, während das Vorstehende sich auf Ber 
den einfachen physikalischen Raum bezog. Dabei wird sich Be. 


4 | Gelegenheit ergeben, auch die Sommerfeld-Voigtsche 
Lösung für die schwarze Halbebene der hier dargelegten Theorie 
einzugliedern. 


16. Umgruppierung des Sprungwertproblems. 


Hierzu ist vor allem der Übergang von der Gesamt- 
.. | funktion u auf die Beugungswelle u? notwendig: Das Re- 


siduum u* kann nach den Regeln der geometrischen Optik immer a 

als bekannt vorausgesetzt werden. 

Der Sprung von u” liegt nach Nr. 8 nicht mehr an der 2 
beleuchteten Schirmfläche f,, sondern an der Schattengrenze 

ag | Wir erhalten so eine andere Form des Sprungwertproblems. Be... 


1) Über die rg die das Unendlichferne bei der Schwin- 2 ae 


F. Kottler. 


| Da u® einwertig ist, können wir noch immer im schlichten 

Raum operieren. Die gesuchte Funktion x! 

muß also die 4 memaguagen erfüllen: 

1. Au®’+k2u”=0 außer an der Schattengrenze I’. 

2. u” hat nirgends einen Pol, 

3. u? hat an der Schattengrenze vorgegebene Sprung. 
werte): 


B uB 
(u), ois u, (Fe), - (3) == v, |; 


4. u” verschwindet im Unendlichen so, daß das 


(Diese Bedingung muß auch u” erfüllen, da u und u* sie er- 
füllen und u = u” + u*.) 

Man findet, genau wie in Nr. 13, als eindeutige Tösung 
dieses Sprungwertproblems: 


Hierbei ist die Normale n =n, der Schattengrenze F vom 
, Schatten“ ins „Licht‘‘ gerichtet. 


on 17. Das Sprungwertproblem fiir die Sommerfeldsche 
Lösung. 


Das vorstehend entwickelte Sprungwertproblem für das 


i _ mennsche Räume fähig. or gelangt dadurch zu dem all- 
2 a gemeinen Ansatz für die Sommerfeldsche Lösung für Schirme 
7 EN beliebiger Gestalt, während diese bekanntlich bisher nur für 
= = die Halbebene bekannt ist. 
seid Wir nehmen also z. B. eine zweiwertige Funktion vs, 
Bei der Sommerfeldsehen Lösung sind, wie schon in Nr. 11 
4 E erwähnt, alle Sprünge der gesamten Lichtfunktion »,, auch 
a = im nichtphysikalischen Raum vermieden. Wir werden wieder 

M2) = Va) + u* 


weg? 
1) Die Kirchhoffschen Sprungwerte sind: 
dw 


u=-w, b=— —— 


Ist insbesondere «° eine Kugelwelle, so ist 6w°/dn an der Schatten- 
grenze Null, also v = 0. ened 
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ansetzen, wo u* das geometrisch-optische Residuum ist, das — 
gemäß dem in Nr. 10 Gesagten so in den nichtphysikalischen = 
Raum fortzusetzen ist, daß die Belichtung dortselbst komple- cares 
mentär ist zu der im physikalischen Raum. Bezeichnen wir 5 : 
die Schattengrenze des physikalischen Raums mit F,, die des — 

nichtphysikalischen Raums mit F,, so erstreckt sich also © 
der Wert u* = u° von der ,,—‘‘-Seite der F, durch die Schirm- 
fläche hindurch bis zur ,,+‘“‘-Seite der F,, der Wert u = 0 
von der ,,—‘‘-Seite der F, zur Schirmfläche und weiter bis 
zur ,,+“‘-Seite der F’, (Fig. 1). Diese Sprungwerte von u* müssen 
an beiden Schattengrenzen durch entsprechende Sprungwerte 
von 5, kompensiert werden, während bei der Kirchhoffschen 
Lösung u” nur der Sprung an F, kompensiert wird. Man hat _ 


daher für vg, die Bedingungen: 
1. Av’, + k® = 0 außer an den beiden Sehattengrenzen 
F, und F,, 


2. hat einen Pol. 


3. (vB); 7 (v5) — 


du 
=- (35) 
0 ra, B 
0 24 (a) 
2 %)+ — (%)- | On ( On )_ 


näher anzugebendes Integral 


Man bemerke zur Bedingung 3. den Unterschied gegen 
die entsprechende Bedingung für das Kirchhoffsche u”, — 
Wegen dessen Einwertigkeit hat man sowohl an F, wie an m. 

0 ub 6 uB du 

weshalb nur der Sprung von u* an F,, nicht auch der an F, 

kompensiert wird. Anderseits sieht man aus dieser 

des Sommerfeldschen Beugungsintegrals 
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B ee es im physikalischen Raum I betrachtet an der Schirmfläche j, 
nieht stetig ist, wie das Kirchhoffsche u”. 
hat die Sommerfeldsche Gesamtlösung = u* + 2%, an 
re A im physikalischen Raum I betrachtet nicht bloß den 
Sprung von u* allein, wie die Kirchhoffsche u = u* + uf‘ 
Während also nach Kirchhoff der schwarze Schirm an seiner | )° 
Fläche f, das einfallende Licht u* restlos ableitet 

and nur vom Rand der Fläche f, ausgehend eine Beugungs- fasst 
welle emittiert (vgl. Abschnitt IT), welche im physika- fass' 
lisehen Raum die gleiche ist wie im nichtphysikalischen, be- § 
Bel) ar wirkt nach Sommerfeld der schwarze Schirm, im .physika- nich 
lischen Raum betrachtet, keine restlose Ableitung des ein- Seh 
an x fallenden Lichts, da die Differenz der Gesamtamplituden prot 
— an beiden Seiten des Schirmes nicht mehr 2, inte 
sondern wie wir aus Nr. 29 sehen können, kleiner als u® ist. Vor 
a Dabei entspringt die Beugungswelle nach Sommerfeld?) eben- 
falls am Rande der Schirmfläche (also an der beiden Räumen 


ZW eiwertig; daher w eist sie im physikalischen Raum allein he- 
_ trachtet an der Schirmfläche einen Sprung auf, was auf die f "© 
Existenz einer leuchtenden Doppelschicht daselbst, oder auf hat 
die nicht restlose Vernichtung des auffallenden Lichts hinaus- | “™ 
% läuft. Die Sommer feldsche zweiwertige Lösung ist daher zur erf 


Diese ungenügende Schwärze veranlaBte Voigt), 

seiner N-wertigen Lösung, ja zu einer unendlichwertigen zu 
greifen. Der eigentliche Grund hierfür ist, wie wir sehen 
werden, der, daß der Sprung der Beugungswelle an der | un 
 Sehirmfläche hierdurch zwar nicht beseitigt, jedoch ver- 
a _kleinert wird. Das Problem des blanken Schirms, von } 77 
Sp dem Sommerfeld ausging, bleibt natürlich nach wie 


en 7 vor auf die zweiwertige Lösung beschränkt. Aber von diesem q 
; ake Problem zum Problem des schwarzen Schirms scheint eben 

a iad nicht der einfache Weg zu führen, durch Streichung des 
reflektierten Lichts die Eigenschaften der Schwarze (keine de 


Durchlässigkeit, keine Reflexion) sozusagen aus denen der | }, 


1) A. Sommerfeld, Math. Ann, 47. S. 369 f. 1896. ‘a 
2) W. Voigt, Gött. Nachr. 1899 u. Wiogrefs, Dissertation. S, 12/3. 
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Blankheit (keine Durchlässigkeit) additiv zusammenzusetzen. 
Der Voigtsche Ausweg, statt eines nichtphysikalischen Raums 
deren mehrere einzuschalten, empfiehlt sich nach Sommerfeld!) 
„durch die Überlegung, daß die Lichtbewegung um so a 
Grund haben wird zum physikalischen Blatt zurückzukehren, _ ma 
jemehr Raum zur Ausbreitung ihr avßerhalb des physikalischen 
Blattes dargeboten wird“. Man sieht, daß es von dieser Auf- Kr 
fassung nur mehr ein Schritt ist zu der hier entwickelten Auf- os 
fassung der Beugung am schwarzen Schirm als eines Sprung- arts 
wertproblems (im physikalischen Raum allein betrachtet), das 
nichts mit dem urspriinglichen Randwertproblem des blanken 
Schirms zu tun hat. Die einfachste Lösung des Sprungwert- ee 
problems ist aber die Kirchhoffsche mit einwertigem Beugungs- a 
integral; wir werden später sehen, daß erst das oo-wertige teh et 
Voigtsche Beugungsintegral einen ähnlichen Grad von Schwarze 
liefert wie das Kirchhoffsche. (Nr. 29.) 

Wiinscht man in dem obigen Sprungwertproblem statt 
zweier Räume N Räume einzuführen, derart daß der erste 
(physikalische) Raum mit dem zweiten (nichtphysikalischen), — 
dieser mit dem dritten usf., endlich der N-te (nichtphysikalische) 
wieder mit dem ersten (physikalischen) zusammenhängt, so Me 
hat man statt v3, ein v7, zu bestimmen, welches die zu 1,2,4 — 
analegen Bedingungen und überdies statt 3 die Boilagung 
erfüllt: 


B 0 


R 


(v — (v = +u, | ( )_-+ Py 


+ (Ny- 
und an ... Fx-ı stetig. 

In den zwischen I und N zwischengeschalteten Räumer 
II, III..N —1 ist nämlich u* durchaus Null, daher x 
an den bezüglichen Schattengrenzen stetig. 


18. Aufstellung einer Integralgleichung. 


Ag 


Um das vorstehend skizzierte Sprungwertproblem nach 
den Methoden des Greenschen Satzes wie in Nr. 13 zu lösen, 
bedarf es der Kenntnis der Grundlösung w,y, (P,Q) für den 
N-fachen Riemannschen Raum. 


1) A. Sommerfeld, Ztschr. Math. Phys. 46. S. 14. 1901. 
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Diese Grundlösung ist unbekannt. Ja es stellt sich sogar 
heraus, daß sie geradezu identisch wird mit der gesuchten 
Gesamtfunktion 


nw) (P,Q) 


ery. — - P statt L als deren Pol angenommen wird. Um dies 
2 einzusehen, bedenke man, daß »,„(L, Q) genau die Bedingungen 
_ erfüllt, die für eine Grundlösung zu verlangen sind. Es besitzt 
nämlich Um (L,Q) keine Unstotigkeit und keinen andern Pol 
als Z, da ja vo) = u* + vf, und of, Keinen Pol, u* nur den 
Pol L im physikalischen Raum hat. Demgemäß ist Uy) eine 
Lösung der Schwingungsgleichung, die im Punkte L des physi- 
ae - kalischen Raums I ihren einzigen Pol hat und insbesondere 
: auch in den korrespondierenden Punkten L,, L Ly der 


Räume regulär ist. In dem PolL wirde, Um wie 


4 der Nr. 17 auch v/,, wie für Dies 
0 sind sämtliche an eine Grundlösung zu stellende Anforderungen. 
Die Funktionen und wm (P,Q) können sich also 
er la um eine überall reguläre, im Unendlichen ver- 
| = schwindende Lösung der Schwingungsgleichung unterscheiden. 
we Infolgedessen ist es erlaubt, geradezu zu setzen: 


Wy) (P, Q) = Up) (P, Q). 


Angenommen, es wäre %,) ER dann kann man die 
: Lösung des Sprungwertproblems für of. ansetzen. Wir nehmen 
im folgenden der Einfachheit halber N = 


Man findet nach der Methode von Nr. 131) [vgl. Nr.16 (8)]: 
-- fd Fro {u (L 19) (P,Q) 


7 
1) Hierbei wird ein uae 


fa fo (ra — We) Ge) 


gemäß Bedingung (4) von Nr. 17 vernachlässigt. Die f,, erstreckt sich 
dabei durch beide Räume hindurch, 
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Ordnet man die Punkte Q der Schattengrenze F,, des physi- 
kalischen Raums J und die Punkte R der Schattengrenze F’,, 
des nichtphysikalischen Raums II einander so zu, daß „zu- 
sammenfallende‘“‘ Punkte korrespondieren und bezeichnet diese, 


um sie auseinanderzuhalten, mit Q, bzw. Q,,, so wird: 


ö P. O We (P, 
4n (P) = - far u? (Z, Q) { 


L, 


Hier ist wegen der Einwertigkeit von u für u® (L, Q,) = u® (L,Q,,) 
kurz u® (L,Q) geschrieben. Bedenkt man 

wa (P,Q) = va) (P,Q) = vi) (P,Q) + u* (P,Q), 
so kommt: 


(9) On on 


| (P, Q,) Un P, Qu ‘ 


Da die Funktion vg, unbekannt ist, kann man (9) als 
eine Integralgleichung für ©, auffassen. Dies ist der allgemeine 
Ansatz für das Sommerfeldsche Beugungsproblem bei beliebiger 
Gestalt des schwarzen Schirms. Wir bemerken noch, daß für 
N>2 die Formel (9) für oy, unverändert gilt, wenn an 
Stelle des Index II der Index N genommen wird. Für N = 1 


bekommt man die Kirchhoffsche Formel [vgl. (8)], wenn w (P,Q) e Re 


mit u®(P,Q) identifiziert wird (Grundlösung = ungestörte 
Lichtfunktion), was offenbar gestattet ist; hierbei entfallen 
selbstverständlich die auf die Punkte Q, bezüglichen Werte 
des Integranden und es verbleiben nur die auf Q = Q, bezüg- 
lichen. Man hat hiermit also das Sommerfeldsche und das Kirsh- 


hoffsche Beugungsproblem für den schwarzen Schirm bei be- a 
liebiger Gestalt auf eine gemeinsame Formel reduziert. : 
VI. Das Problem der schwarzen Halbebene. 2 
In der Integralgleichung (9) haben wir den allgemeinen R 


Ansatz für das Problem der Beugung am schwarzen Schirm 


beliebiger Gestalt, welcher sowohl die Kirchhoffsche als : 


die Sommerfeld-Voigtsche Lésung umfaBt. 
Im nachfolgenden wollen wir jedoch das Problem der 
Beugung am schwarzen Schirm auf Grund der von uns zugrunde 


Annalen der Physik. IV. Folge. 70. 29 
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gelegten Auffassung desselben als eines Sprungwertproblems 

für einen speziellen Fall, den der schwarzen Halbebene,’ nach 
einer anderen Methode mittels Reihenentwicklung lösen. In 
diesem speziellen Falle ist nicht nur die Kirchhoffsche 
Lösung (2), sondern auch die Sommerfeldsche Lösung schon 
bekannt und wir können daher die zu findenden Resultate 
nachträglich an diesen bekannten Formeln verifizieren. 


wo 


19. Die Kirchhoffsche Lösung für die Halbebene. 


Wir geben zunächst diese bekannten Formeln an. Die Rat 
Halbebene sei die zr-Ebene für >0; die Normale sei 
- die + y-Achse. Die Berandung ist die z-Achse, und zwar ist 
sie von z=— oo bis ¢+ © zu orientieren, wenn sie zusammen bis 
mit dem Unendlichen die Normale im positiven Sinne um-f 7, 
kreisen soll. Wir führen in der x y-Ebene Zylinderkoordinaten 0, ¢ 
ein: 

T=00089, y=osny. 
Die Koordinaten des Lichtpunktes seien: x, = cos 9,, 
= OL SiN wy, 2, wobei 0 < <= seit); die des Aufpunkts 
seien: tp= OpCOS yp, Yp = OPSiN yp, 

Wir führen ferner die Bezeichnung 


ein. Dem Werte 
entspricht also die = zx. Dann erhält 
man im Falle, daß u® eine gewöhnliche Kugelwelle 


ist, aus (7) für Kirchhoffsche über 


die Berandung (z-Achse): 
vc 
B an um oval 

ge 


1) Der Grenzfall 9, = 0 ist offenbar unmöglich; der Grenzfall 
~, = % ist auszuschließen, weil die Halbebene dann beiderseitig be- 
leuchtet wäre, also der schwarze Schirm dann sozusagen nicht existierte. 
Der Fall a <y,< 2 läßt sich in einfacher Weise durch Änderung der | V 
Definition des Winkels @ auf 0 < 9, < rn reduzieren. 
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wo gesetzt ist: 
sche Die Kirchhoffsche Lösung ist dann im „Licht“, d.i. von En: 
9, — oder +2 (Schattengrenze des nicht physi- = 
tatef kalischen Raums) bis zu yp = 9, + 2 oder = — 2 (Schatten- 
grenze des physikalischen Raums): 4 
Di Der ,,Schatten“ reicht über den Rest des ee Be : 
a Raums, d. i. von &=—2n oder bis m 
iat | OP yp oder +27 einerseits und über den Rest 
des physikalischen Raums, d. i. von 
bis zu p=2%n oder = — 22 anderseits. Da aber die 
Funktionen u, u? periodische Funktionen von g,—gp=0 
9? | sind, denen wegen der Zweiwertigkeit von u* (wu! selbst i Sa 
Ä 
= 
hysikalischer nicht physikal | 
Fig. 4. 
einwertig) die Periode 4 zukommt, kann man den Schatten ; i 
des nichtphysikalischen Raumes bei & = 22 abschneiden und 
iber | 22 den Schatten des physikalischen Raums von 9 = 9, —22 SR 
an bis 9 = — 22 anschließen lassen, wobei offenbar das Stück Be ra 
von = 22 bis 8 = 2a + p, ersetzt ist durch das Stück von 
bis 0B=2n+ — An = — 22, 
also von der Periode 42 der Funktion u = u* + u? Gebrauch 
gemacht ist. In diesem neuen „Schatten“ hat man: = | 
er Die Fig. 4 veranschaulicht schematisch die bezüglichen a 
‚; der | Verhältnisse. 
Die angewendete Symbolik ist die gleiche wie in Fig. 2 u. 8. 


20. Die Sommerfeldsche Lösung für die Halbebene. 
| Die Sommerfeldsche Lösung!) »,„, gewinnt man, wie 
schon in Nr. 18 bemerkt, wenn die „Grundlösung‘‘ der Schwin- 
gungsgleichung für den betreffenden N-fachen Riemannschen 
Raum bekannt ist, indem man sie dieser gleich setzt. Es kommt 
also alles darauf an, diese Grundlösung zu finden. 


Die Methode Sommerfelds besteht in folgendem: Die 
(rundlösung für den einfachen Raum ist e”'""zr/r,, mit dem 
Pol in L. Sommerfeld stellt diese durch ein Cauch ysche 
Integral in der komplexen Ebene des Winkels ¢ dar, in welchem 
periodische Funktionen dieses Winkels auftreten. Nachher 
ersetzt er unter diesem Integral die Periode 2x durch die 
Periode 22 N. [Der Riemannsche Raum für die Halbebene 
wird nämlich einfach durch N-malige Umkreisung der be- 
grenzenden Kante (an Stelle der einmaligen Umkreisung im 
schlichten Raum) erhalten] Die so erhaltene Funktion ist 
die gesuchte Grundlösung »y), von welcher das Residuum u* 


abzuspalten ist, um das Beugungsintegral v/,, zu erhalten. Auf 


diese Weise kommt, wenn das ungestörte Licht u = 


eine gewöhnliche Kugelwelle ist?): 


i 
Rb ( 8 a h = & u h? 
co NV cos NV con + sin N 
Insbesondere fir N=23) 


2 


R(b) cosh b + cos 


1) A. Sommerfeld, Gött. Nachr. S. 267. 1895 (für N = 2); Math. 
Ann. 97. 1896; vgl. auch H. S. Carslaw, London Math. Soc. Proceed. 
30. S. 130. 1899. 

2) Vgl. Wiegrefe, Dissertation, $ 4 (in komplexer Form), 
3) Carslaw, a. a. O. 
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Die Gesamtlösung ist 


Bemerkt sei, daß beim blanken Keil auch gebrochene 
Werte von N anstatt ganzzahliger betrachtet werden. (y/x 
anstatt N, wobei 7 kein ganzes Vielfaches von ist; der physi- 
kalische Raum, d.i. der Raum außerhalb des Keils reicht 
dann bloß von = 0 bis = 2x anstatt Für den 
schwarzen Schirm ist dies jedoch ohne jede Bedeutung, was wir 
hier hervorheben, da in der Literatur die Lösung mit y/z 
anstatt N irrtümlich als Lösung für den schwarzen Keil inter- 
pretiert worden ist. In unserer Auffassung der schwarzen 
Beugung ist die Gestalt des nichtbeleuchteten Teils des 
schwarzen Schirms vollkommen gleichgültig, da es nur auf 
die Berandung des beleuchteten Teils ankommt. Sogar die Binnen- 
fläche des beleuchteten Teils ist im wesentlichen bedeutungslos, 
abgesehen natürlich von ihrer Rolle bei der Begrenzung des 
Schattens.1) Vgl. auch Voigt, Gött. Nachr. a.a.0. 8.4: „Ist 
der mehrfache Raum durch seine Verzweigungskurven charak- 
terisiert gedacht, so bleibt immer noch die Gestalt der durch 
sie umrandeten Verzweigungsschnitte, die als dünne schwarze 
Schirme gedeutet werden sollen, willkürlich ... Ja es bietet 
sich sogar die Möglichkeit, statt eines einzigen zwei ver- 
schiedene Schnitte durch dieselbe Verzweigungskurve zu 
legen und den ganzen zwischen ihnen liegenden Teil des Raums 
als einen massiven schwarzen Körper zu betrachten. Die 
Lösung, die zunächst dem unendlich dünnen Schirm angepaßt 
war, muß dann auch die Beugung an jenem Körper darstellen.‘ 
Über die Unverwendbarkeit des nicht ganzen y/r für schwarze 
Schirme vgl. auch Wiegrefe.?) 


1) Man beachte hierbei. daß in unserer Auffassung der schwarze 
Schirm aus Äther besteht, welcher Äther allerdings mit andern (nicht- 
physikalischen) Räumen kommuniziert. Nur die Randlinie des be- 
leuchteten Teils des Schirms ist als Verzweigungslinie allen diesen 
Räumen und auch dem physikalischen Raum gemeinsam. Infolgedessen 
verhält sich der Schirm im physikalischen Raum undurchsichtig für das 
auffallende Licht, jedoch durchsichtig (!) für die Beugungswelle, da diese 
an der gemeinsamen Verzweigungslinie aller Räume entspringt. 

2) Wiegrefe, a.a.O. $ 2. S. 13; $ 7. S. 55. 


Uy) = u un, für 8 <a 
für x<|0|<Na. 
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Wir geben zum Schlusse noch den Grenzwert von (11) 
für N =o (Voigtsche schwärzeste Lösung). 


eikR(b) 


Die Verhältnisse für N = 2 bzw. für N = oo mögen die folgen- 
den schematischen Figg. 5 bzw. 6 veranschaulichen: 


= | 
—— y8 I TE 
nicht physikal. | 
hy sthalischer Mcht physikal. | 


2a 
Fig.5. (N = 2) 
* 
| 
=: = in ink 
F | 
| nicht ph sikalische 
ume 
ig. 6. (N 


Man erkennt durch Vergleich von Fig. 5 mit Fig. 6, wie die 
Vermehrung der Zahl N die resultierende Amplitude ny) 
herunterdrückt. (Zunahme der Schwarze.) Durch Vergleich 
von Fig. 4 mit Fig. 6 erkennt man die Überlegenheit der Kirch- 
hoffschen Lösung hinsichtlich Schwärze durch den scharfen 
Abstieg der resultierenden Amplitude u wenigstens im Schatten 
des physikalischen Raums (d=g, — 22 bis = — rn). Man sieht 
auch das symmetrische Verhalten der Sommerfeldschen ry an 
beiden Seiten des Schirm #= yg, und @=y,—2a im 
Gegensatz zur Kirchhoffschen Antisymmetrie. Auf diese 
Symmetrie geht es zurück, daß die Sommerfeldsche Lösung 
nach Hinzufügung des Spiegelbildes von L zur Erfüllung der 
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Randbedingungen an beiden Seiten der blanken Schirmfläche 
zu gebrauchen ist, während dies die Kirchhoffsche wegen 
ihrer Antisymmetrie nicht tut. Daher ist die letztere für den 
blanken Schirm nicht zu brauchen. 


22. Ansatz der Reihenentwicklung für das Sprung- ae 


wertproblem bei der Halbebene. 


Wir wollen nunmehr das Kirchhoffsche Beugungs- 
integral u® und z. B. das zweiwertige Sommerfeldsche vf, 
mittels Reihenentwicklung aus dem Sprungwertproblem be- 
stimmen. 

Von den 3 Koordinaten op, ®, zp ist ® diejenige Variable, 
welche an den Schattengrenzen konstante Werte annimmt. 
Die Sprungwerte treten also für kritische Werte von # auf. 
Demgemäß denken wir uns wu? als eine Fouriersche Reihe 
nach # angesetzt: 


(12) u® = + da, cosnt + Sd sinn’. 
n n 
Dabei sind die a, b Funktionen von gp, zp. Die Funktion u” 


besitzt natürlich, als einwertig, die Periode 22 in 9. Die Ent- 
wicklung (12) gelte für das Intervall (— z, =z). 


Das Sprungwertproblem verlangt: 
1. + =0. 
2. u” hat keinen Pol. 


3. u (— + 0) — u? (—a — 0) = — u (— 
(4-20 + 0) — — 0) = — (+ 
— > > € 0 — 
während stetig ist. Denn An = da ja uw = 


und die Normale der Schattengrenze senkrecht steht zu 
dem von L aus durch den Schirmrand nach dem Punkt Q der 
Schattengrenze gezogenen Radiusvektor r,9. 

4. Das gewisse | fd foo verschwindet. 


Aus 3. ist zu schließen, daß die trigonometrische Reihe (12) 
an den Enden des Intervalls (— 2,2) eine Unstetigkeit auf- 
weist. Daher konvergiert sie nicht gleichmäßig, und ist auch 
nicht nach  giedweise differentierbar. Daher ist die Differential- 
gleichung sub 1 keineswegs für die einzelnen Glieder der Reihe 
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Für das Sommerfeldsche vn setzen wir analog an: 


(13) + De, cosn + sin = . 


Periode: 4x. Intervall: (— 22,22). Bedingungen 1, 2, 4 wie 
oben. Anstatt 8: Su 

3. 0G) (—2 +0) — 03) (— 2 — 0) = — v9 (— 2) 
(14) = 44, + > 4, cosn + + SB, sinn = = 
Periode: 2Nz. Intervall: (— Na, Na). Schattengrenzen ganz 
wieder: 9= — bzw. d=-+n. Sprungwerte wie vorhin. 
vezi 
23. Einige Eigenschaften der Fourierkoeffizienten der weit 
gid Entwicklung einer unstetigen Funktion, na, 
Sei im Intervall (— /,+ 1): nb, 
y(z) = a, + Da, cos (n=*) + 32, sin (n =") 
Da 
& hier 
A fizi 
(15) 
ı 
| 
dx 
sofern die Funktion y(z) im Innern und an den Enden des Nr. 
Intervalls stetig und stetig differentiierbar ist. Wenn aber val 
an den Enden + / und im Innern des Intervalls etwa an den _ 
Stellen 
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Unstetigkeiten auftreten, wobei jedoch die Dirichletschen 
Bedingungen (keine Unendlichkeit, endliche Anzahl der Un- 
stetigkeiten und abteilungsweise Monotonie) erfüllt seien, — 


hat man: 
; 
en cos na tats: 
in 
+, de 


Hierbei ist die Ableitung y’ (x) als eine stetige Funktion m ~~ 
ganzen Intervall —1=2=1 angenommen. Denkt man sie 
in eine Fouriersche Reihe entwickelt und bezeichnet die 
bezüglichen Fourierkoeffizienten mit a,’ bzw. b,’, so kann man 


weiter schreiben be 

na, -- + 0) — — O)Jsinn — | 

nb, — y(—1+0)] cosnaz 

(e+ 0) — vie, — OJeosn 


Da lie Fouriersche Reihe für y’ konvergiert, so erhält man 
hieraus die von Stokes!) aufgestellten Kriterien für die Koef- 
fizienten der Fourierentwicklung einer unstetigen Funktion: 


lim na, = — +0) — yle, — 0)] sinn 

n>» 

n> 


ar >.< ly (a; + 0) — y (@; #7, 0)] cos n —— 
24. Anwendung auf das Sprungwertproblem 
bei der Halbebene. 
Die Reihe (12) für das Kirchhoffsche u? hat gemäß 
Nr. 22: I=r und Unstetigkeiten an den Enden des Inter- 
valls. Man erhält gemäß (15): 


1) G. G. Stokes, Cambr. Phil. Trans. 8. 1847; vgl. H.S.Carslaw, ae ras vo 
Introduction to the theory of Fourier’s series etc., London. S. 63 —65. 1906. 3 
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„ua — 0) — a+ 0)] cos na 
=— + [us (— a — 0) — u?(— rn + cosna= COS n 4, 
22 Hieraus folgt: Die cos-Reihe in (12) repräsentiert eine durchaus 
stetige, überall reguläre Funktion in 9 und natürlich auch in 
Op, Zp, da ja Unstetigkeiten nur in @ auftreten sollen. Da « 
für unsere Zwecke offenbar auf eine solche überall reguläre 
Lösung nicht ankommt, so werfen wir sie ab und behalten 
Als Ansatz: 

(12a) u” = Zb,sinnd 


Die Reihe (13) für das Sommerteldsche vn, hat: | = 2a, 


valle. Man erhält gemäß (15): 
lim ne, =— 1 le (+ 0) — (+ — sin 7 = 


non 
nn 
| vf,(— + 0) — (— 0)| sin (-% 
x 2 0 
u’ (x) sin n 
lim 


\ 


mit imna, = — = u® (7) sin 
Somit folgt aus der von uns gewählten Form der beiden 
jeu Lösungen: Das Kirchhoffsche Beugungsintegral ist anti 
symmetrisch, das Sommerfeldsche ist symmetrisch mit Bezug 
auf den einfallenden Strahl 9 = 0. a 
25. Kompensation der Unstetigkeiten. 
Die Reihen (12a) und (13a) sind natürlich nicht glied- 
weise differentiierbar. Wir benötigen aber die Entwicklung 
a der Differentialquotienten von u? bzw. vj, nach #, um die 
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unbekannten Koeffizienten b, bzw. a, mittels der Erfüllung ous 
der Differentialgleichung 4 u" 4 k2u? = 0 bzw. Av 
zu bestimmen. Zu diesem Zwecke wollen wir von u? bzw. | 
04, die Reihenentwicklung je einer bekannten Funktion sub- 
so daß die resultierenden Reihen durchaus stetig und daher 
gliedweise differentiierbar sind. Wir wählen als solche bekannte 
Funktionen’): 


ul = — cosn a sinnd = u°(z) im Intervall 
(- a), 
bzw. vf, = — = >; u’ (2) ) sinn — 
(2) n = 2 2 
signum (cos >), 
u“ bzw. v5) weisen in der Tat bei 9 = + die gleichen 


Sprungwerte auf wie u” baw. vi. 


0 uB 0 
Ferner sind bzw. 35 


identisch mit baw. es welche Ableitungen nach Voraus- 
setzung om eine gewöhnliche Kugelwelle u°) stetig sind. Daher 


du 8%? 
sind a9 baw. 39 


valls stetig. Ebenso 


an den Schattengrenzen # = + 2 


an den Enden und im Innern des Inter- 


Od 


wy 


Mithin sind die Reihen für 


4€ 
u bzw. — 
rl 
nicht nur einmal, sondern sogar zweimal gliedweise differen- 
tiierbar. 


%. Umformung der Schwingungsgleichung durch eine 
Art Laplacescher Transformation. 


1) Für die Bedeutung von «“ bzw. 0° vgl. Anm. 1) zu Nr. 28. 


n 
aus = 
in 
läre 
ten 
Be; 
= 
are) 
ter- om 
9 | 7 
Aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
ist die Einführung der sogenannten Laplaceschen Trams- | 
formierten fiir die Unbekannte, d.i. ihre Darstellung durch ein 4 ee 
| 


bestimmtes Integral mit einer e-Potenz im Integranden be- 
 kannt.!) Eine analoge Transformation wird hier durch die 
in Nr. 19 Gestalt von u® nahegelegt. Wir setzen 


Im nachfolgenden beschränken wir uns auf die Durch- 
führung der Rechnung für das Sommerfeldsche vn da 
a für das Kirchhoffsche u” ganz analog verläuft. 


ok! Wir haben also die Reihe: 


(16) un = + Zw (7) sin n~ 2) cos 


der Differentation 


m 


A mit R? (b) = 01? + op* + 2 01 Op cosh b + (2, — zp)*. 


Man erhält von der linken Seite von (16): 


W- 2 1 D 7 + 


-ikr 
LP 
denn = und r,p = 0,7 + — 20, op cos 
LP 


+ (zı — zp)? 


_ yentiation der Reihe: 


= 


. 1) E. Hilb, Math. Enzykl. Il. 2. S. 555; L. Schlesinger, Differen- 
tialgleichungen, Samm]. Schubert. S. 192. 100.00... 


Von der rechten Seite von (16) kommt durch gliedweise Diffe- 
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aan 2 
of sinh? sinh? 
+ Yeosnz [ab 
n 0 


Ie? (b) d R? k’(b) dk 
; + — cosh b (Sar ) 
Op R aR I? (6) 
5 


Man sieht aber leicht, daß 


| ) = sinh? b sinh? b 


h d — ikR(b) 
+ dz} ( Rw ) 
Somit kommt wegen 


=ikR(b) 


0 


die Gleichung: AS 


0 0 


denn p (70) = R (0) . 


Diese Gleichung befriedigen wir durch 


b 
+u— 
denn f, (b) »e * wäre unbrauchbar, weil das 


~ 
() 
zer 
= 
= 
Be 


F. Kottler. 


—ik R(b) 


far. @ 


damit divergieren würde. Somit 


b 
1 ik R(b) 


und die gesuchte RR EG Lösung wird: 


(13b) =- n 5 cosn [ab 
6 


e~ ikR() = 
R (6) 


e 


mit R?(b) = 0,? + op? + 20; op coshb + — zp)?. 


erwarten dürfen. 


In (13b) darf Summation und Integration vertauscht 
EN erden, worauf die Reihe summiert werden kann. Es kommt 
ecoshd + cos d 
wie in (11a). 
Er u Analog ergibt sich für Kirchhoff: 
welches summiert liefert: 
Er, ao : 
u” + 1 fa sin 
(b) cosh + cos 


27. Die Bedingung im Unendlichen. 


Wir haben bei der ganzen Herleitung über das Verhalten 
Im Unendlichen geschwiegen. Dies müssen wir jetzt nachtragen, 


_ da wir nur bei der Erfüllung der Bedingung im Unendlichen 
eine eindeutig bestimmte Lösung der Schwingungsgleichung 


bzw. ¢ 


erstrec 
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mit ur 
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Es muß also nach Nr. 22 das Integral 


bzw. das Integral 
3 ö (P; 0 L, 
f dfn [v4,(4,Q) — We) (P,Q) 


erstreckt über eine unendlich ferne geschlossene Fläche ver- 
schwinden. Als diese Fläche denken wir uns eine Kugel, die 
mit unendlich großem Radius um den Ursprung der Koordinaten 
geschlagen ist. 

Wir wollen nun zeigen, daß in beiden Integralen der Inte- 
grand verschwindet, sobald wir den Punkt Q auf dieser Kugel 
annehmen. Nehmen wir zunächst die Kirchhoffsche Lésung u”, 
so ist der Grenzwert von 


B > 
- 2a fa coshb + 
0 
wenn in Rig = + 09% + 2eregcoshb + (2, — zg)? die 


Entfernung rg=Y og? + zg? vom Ursprung unendlich, somit 
lim Rig> rg? wird, gleich 


D 


—ikr . 2 
ons (4,2) rg db cosh b + cosh ’ 
daher proportional dem Grenzwert 
-ikr 
lim w (P,Q) = lim = 2. 


Man ersieht übrigens hieraus, daß sich u?(L,Q) und daher ae 
k 
auch wu(L,Q) =u* + u® im Unendlichen wie — "IQ verhilt. 
LQ 
(Vgl. Nr. 14.) 
Ebenso ist der Grenzwert des Differentialquotienten von 
u’(L,Q) nach der Normale, d.i. nach rg, auf der unend- 
lichen Kugel proportional dem nämlichen Differentialquotienten 

von u, Mithin verschwindet dort der Integrand, wie 
LQ 

behauptet wurde. 

Genau analog verläuft der Beweis fir das Sommerfeld- 
sche v2. Unsere Lösungen sind also tatsächlich die eindeutig 
bestimmten des Sprungwertproblems der Halbebene. 
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Ill. Vergleichung der Kirchhoffschen und der Sommerfe| 
schen Lösung für die schwarze Halbebene mit der Beobachtun 
28. Näherungsformeln für senkrecht zur Schirmkant 
einfallendes paralleles Licht. 
Für die folgende numerische Vergleichung der Kirchhoff 
schen Lösung und der Sommerfeldschen bzw. Voigtsche 
beschränken wir uns auf den einfachen und praktisch wichtigst 
Fall parallelen Lichts. Wir wollen insbesondere annehme 
daß das Licht senkrecht zur Kante des Schirms, d.i. d 
z-Achse, unseres Zylinderkoordinatensystems einfalle. 
haben daher: 


In diesem Falle wird das ungestérte Licht 
—ike, 


lim u°(L,P)> —+e—ike, cod 
wo wir den konstanten Faktor — abwerfen wollen, § 
L 


daß wir setzen können 
dann ergibt sich aus (10) bzw. (11a) TER 


1 —ikopcosh b sin & 

cos — cosh 


lla* —ikopcosh b 2 


Für die PER begnügen wir uns mit einer Näherun 
für große Entfernung opdes Aufpunkts von der beugenden Kante. 


1) Anmerkungsweise geben wir die Auswertung von (10) bzw. (ll 
bzw. (11) für divergentes Licht u® jedoch in unmittelbarer Nähe der K 


Op~ 29: 
(an) fir <a und + (2) für < <2 
x)= — (a) für |%|< und 0 für a < | 


Hiervon haben wir in den schematischen Figuren 2--6 Gebrauch gemacht) 
Für die Ableitung vgl. B Nr. 9 und Nr. 10 oder auch die vorstehend 


Formeln (13b) und (12b) in Nr. 26, welche für 0, = O- auf bzw. 1 v5 
u in Nr. 25 fiihren, woraus die angegebenen Werte folgen, 
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Man sieht leicht, daß in diesem Falle die Umgebung der 
Stelle b =0 in den Integralen (10*) bzw. (11a*) ausschlag- Ca 
gebend ist. Die Integrale bestehen nämlich aus einer Summe ve 
von Gliedern, die cos (kg cosh b) enthalten, also für großes o, Br; 
mit wachsendem b immer häufiger ihr Zeichen wechseln; über- 
dies nehmen sie wegen des Nenners cosh b + cos ® dem abso- 
luten Werte nach immer mehr ab. Man begeht daher für die 
Zwecke unserer ersten Näherung keinen großen Fehler, wenn j 
man in den Integralen b = 0 setzt; nur im Exponenten der fe am 
e-Potenz muß man wegen des großen Faktors gp die hyper- ! 


2 
bolische Funktion entwickeln und cosh b = 1 setzen.?) 
Es kommt daher für großes op: 


Auf ähnliche Weise bekommt man aus (11b) für das Voigtsche u 
unendlichwertige 
ite ante. - 
[Siehe Wiegrefe, a.a.O., Formeln (7) und (8)]. Kran Er 
Bei den Näherungsformeln (10*), (11a*), (11b*) ist natür- 
lich vorausgesetzt, daß man sich in gehöriger Entfernung “= 
von den Schattengrenzen 9 = —z des physikalischen und v3 


#—= +n des nichtphysikalischen Raums befindet. 
Die Annäherung (l1la*) hat sich bei den Beobachtungen 
am blanken Schirm sehr gut bewährt, wobei natürlich noch 


ein Glied mit + an Stelle von 
GL + Pp Fp 

cos cos — 

fir das reflektierte Licht aus der Richtung. (— y,) hinzu- ei 
tritt. (Vgl. Sommerfeld, Math. Ann. 1897, a. a. 0.) 
29. Vergleichung mit der Beobachtung. * 

Wir geben fiir die Beugung an der schwarzen Halbebene a 
zunächst die folgende Tabelle fiir den Abfall der Amplitude a 


1) Eine strenge Ableitung siehe B Nr. 9 und 10. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 70. 
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Schatten, also für die Winkel —qgp<—a2. Wir 
. führen dabei an Stelle von # den sogenannten Beugungswinkel 

e=— 

ein. (Sehattengrenze « — 0, Schatten & > 0). 
pe ms Man wird aus folgender Tabelle die Uberlegenheit der Kirch- 
_hoffschen Formel hinsichtlich des scharfen Abfalls der Amplitude 
im Schatten gegenüber der Sommerfeldschen zweiwertigen 


Beugungswinkel | ‘Sommerfeld N=: ‘Voigt N=® | Kirchhoff 
im Graden Formel let) | Formel (11b*) | Formel (10*) 


1 B 4n 


e=—(n + 9) | a) ~~ | ~ tes 
10 11,4 11,1 11,4 
20 | 5,76 5,42 5,67 
40 2,92 2,58 2,75 
60 2,00 1,68 1,78 
90 1,41 1,08 1,00 
120 1,15 0,70 0,58 
150 1,08 0,48 0,17 
180 1,00 0,42 0,00 


ungenügend schwarzen und sogar gegenüber der Voigtschen 
> unendlichwertigen „schwarzesten“ Formel entnehmen. Bemerkt 
werde, daß dieses Resultat natürlich bei der gewöhnlichen Be- 
ne der Kirchhoffschen Lösung als einss Flächenintegrals 
und der dabei üblichen ziemlich wilden Annäherung !), die 
im wesentlichen auf eine Anlehnung an die alten unzureichenden 
Formeln von Fresnel hinausläuft, nicht erzielt hätte werden 
können. 


‘ 1) Vgl. Kirchhoff, Optik, Zweite Vorlesung, § 4, und seither in allen 
Lehrbiichern — durch Weglassung von 


"LQ On ‘pa On 
eik(rLotrpg) (Or ‘ar 
Kirchhoff die Form — ik { LQ _ 
On On 


welche bis anf die Phase und die „Schiefheitsfaktoren“ In bzw In 
2 der bekannten intuitiven Fassung des Huyghensschen Prinzips von 


Fresnel übereinstimmt. wt 208 
1. 
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Bemerkt werde weiter, daß die Kirchhoffsche ae 
nach Nr.17 und Nr. 20 nur für schwarze Schirme, nicht = 
blanke Schirme gilt. Die meisten Beobachtungen beziehen i 
sich natürlich wegen der leichteren Herstellbarkeit einer gerad- ie, a 
linigen Kante auf metallene Schirme, die natürlich keineswegs are 
schwarz sind. 

Es ist weiter zu erwähnen, daß natürlich nur Beobach- = 
tungen für große Beugungswinkel für unsere Zwecke in Betracht 
kommen, während die meisten Beobachtungen sich auf kleine 
Beugungswinkel beschränken. Auch müßte eine exakte, photo- 
metrische Messung der Lichtamplitude verlangt werden. 

Es ist schließlich, wie aus der Einleitung deutlich wird, 
ein schwarzer Schirm gg nie streng zu realisieren. 


stark susammenschrampft. Beobachtungen unter 
Beugungswinkeln liegen bloß vor von Gouy!) und Maey.?) 
Diese bestätigen zunächst die Tatsache, daß die Beugung eine 
Randwirkung ist (Erscheinung der erleuchteten Schirmkante)?), — 
was für die Sommerfeldsche Lösung schon von Sommerfeld, © 
Math. Ann. 1896, 8. 369, abgeleitet wurde und für die Kirch- 
hoffsche aus der Transformation in ein Randintegral (vel. 
Abschnitt IT) folgt.*) 

Von diesen Beobachtungen betreffen die M er Stahl- 
schneiden, scheiden also für unsere Zwecke aus. Gouy®) hat 
Beobachtungen über mit Ruß geschwärzte Schneiden und findet 
Schwächung des gebeugten Lichts. Nach Wiegrefe®) hat 
die Berußung zur Folge, daß die Intensität im geometrischen 


1) Gouy, Ann, Chim. Phys. 8. 8. 195. 1886. 

2) E, Maey, Wied. Ann, 49. S. 69. 1893. 

3) Zuerst beobachtet von W. Wien, Wied. Ann. 28, 8, 117. 1886, und 
irrtümlich als Widerspruch zur klassischen Beugungstheorie gedeutet. 

4) Vgl. hierzu die Polemik Fresnels in Mémoire sur la diffraction de 
la lumiére. 1819; Oeuvres complétes, I, § 20—28 gegen die Youngsche 
Auffassung der Beugung als Randwirkung, die mit den Worten schließt: 
„Il résulte, qu’on ne peut pas attribuer les phénoménes de la diffraction 
aux seuls rayons, qui touchent les bords des corps, et qu’il faut admettre 
qu’une infinité d’autres rayons séparés de ces corps par des intervalles sen- 
sibles se trouvent néanmoins écartés de leur premiere direction, et concourent 
aussi 4 la formation des franges de diffraction“. 
5) a, a. O. S. 170—71. 

6) a. a. O. S. 39 oder auch Ann. d. Phys. a. a. O. S. 452/3. 
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Schatten bedeutend schneller abnimmt, als das ohne dieselbe bei 
demselben Stahlprisma und auch bei anderen metallischen Schirmen 
der Fall ist. Wiegrefe nimmt zur Erklärung dieser Erscheinung 
seine Zuflucht zu vo, und gibt v4) für diese Zwecke auf. 
Die Kirchhoffsche Sie, ‘die doch eine mindestens 
ebenso gute Erklärung gibt, verwirft er, weil er sie nur in der 
von Kirchhoff selbst stammenden durchaus ungenügenden 


Näherung kennt, die auf le | 
D 
an Stelle von tg = 


führt. An der Schattengrenze 9 = — a und für kleine Beugungs- 
_ winkel e =— (m + 9) >0 sind diese beiden Formeln identisch 


Nach unserer Auffassung sprechen die Beobachtungen von 
Gouy zugunsten der richtig ausgewerteten Kürchhoffschen Formel. 


Zum Schlusse mag noch bemerkt werden, daß nach Gouy 
das gebeugte Licht beim schwarzen Schirm unpolarisiert ist. 
_ Dies rechtfertigt, daß wir hier von der Wellengleichung anstatt 

E- den Max wellschen Gleichungen ausgegangen sind. Die 
_ elektromagnetische Theorie der Beugung am schwarzen Schirm 
wird Gegenstand der späteren Mitteilung sein. 


; (Eingegangen 31. August 1922.) ER 


1% 
Vera 
4 
ist. 
prok 
2V—cosd 2 2 erl 
wird 
0 Dies ist der Grund, warum diese falsche Auswertung der Kirch-} es v 
ss hoffschen Formel für kleine Beugungswinkel trotzdem brauch-f eign 
8 
Von 
€ 
was 
Me 
gra, 
sic} 
7 ode 
Fal 
in ( 
2 wel 
j tio 
ver 
Ab 


1gs- 
sch 


von George Jaffe. 7 


Die folgenden Ausführungen enthalten Ergänzungen und Fa 
Verallgemeinerungen zu dem Inhalte einer Untersuchung, 
die unter dem gleichen Titel in dieser Zeitschrift erschienen 
ist.) Es handelt sich dabei um die folgende, dm Grund- 
problem der Wärmeleitungstheorie analoge Aufgabe: ein ma- — 
terielles Medium M, das zunächst als homogen vorausgesetzt —_ 
wird, sei von einer Reihe von schwarzen Körpern begrenzt; 
es wird nach dem Strahlungszustand in M gefragt, wenn e-_ 
eignete Grenz- und Anfangsbedingungen vorgeschrieben sind. 

Von der Wirkung der Wärmeleitung soll abgesehen werden, 
was bei hinreichend hohen Temperaturen stets statthaft ist. 
(Man vgl. dazu I $ 4.) 

Die Untersuchung des stationären Falles im zweiten Para- 
graphen hat ergeben, daß die Behandlung der Grundgleichungen 
sich verschieden gestaltet, je nachdem die Absorption als stark 
oder schwach anzusehen ist. Dabei liegt der eine oder andere nn a Er: 
Fall vor, je nachdem das Produkt des Din rn 
in die mittleren linearen Abmessungen des Feldes Zahlen ergibt, 
welche groß oder klein gegen die Einheit sind. Bei dem sta- © 
tionären Problem wurden beide Fälle behandelt, bei zeitlich 
veränderlichen Vorgängen jedoch nur der Grenzfall starker 
Absorption; der fehlende Fall findet hier seine Erledigung. : Ae 

Im fünften Paragraphen wird gezeigt, daß ein früher er 2 
angedeutetes Verfahren, das im stationären Falle von unseren 
Grundgleichungen zur Hilbertschen Integralgleichung führt ee 
(I 8.617, 618) auch bei zeitlich veränderlichen Vorgängen : 


anwendbar bleibt; es führt dann zu einer linearen, in- 
homogenen Integralgleichung zweiter Art für den Emissions- 


1) G. Jaffé, Ann. d. Phys. 68. S.583. 1922. Auf diese Arbeit Br 
im Text mit I und folgender Seitenzahl verwiesen. Die sy 2 
der Formeln ist in der vorliegenden Arbeit fortgesetzt. BEER 
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koeffizienten ¢,, die eine unmittelbare Verallgemeinerung der 
Hilbertschen Gleichung auf nicht stationäre Vorgänge dar- 
stellt. Ihre Lösung läßt sich wiederum in eine Reihe ent- 
wickeln, deren Glieder schrittweise durch Quadraturen gefunden 
werden können, und die im Grenzfall schwacher Absorption 
schnell konvergiert. An einem einfachen Beispiel wird gezeigt, 
wie sich das Abklingen eines gegebenen Anfangszustandes 
nach der angegebenen Methode berechnen läßt. 

Die Entwicklungen der ersten fünf Paragraphen bezogen 
sich auf ein homogenes, dispersionsfreies Zwischenmedium !) 
An anderem Orte?) ist bereits gezeigt worden, wie die Grund- 
gleichungen zu modifizieren sind, wenn das Medium M als 
inhomogen und dispergierend vorausgesetzt wird. Die ver- 
allgemeinerten Grundgleichungen sollen hier — mit einer 
geringfügigen Abänderung — übernommen werden. Der 
sechste Paragraph befaßt sich mit ihrer Auflösung. Es wird 
sich zeigen, daß die früheren Methoden auch in dem allge- 
meineren Belle bleiben; bei starker Absorption 


zeigen, und die Lösung der allgemein gültigen Tnsamieleichend 
läßt sich wiederum auf Quadraturen zurückführen. 


$ 5. Die Integralgleichung für nichtstationäre Vorgänge. 


Wir denken uns in den beiden folgenden Paragraphen 
_ durehweg diejenigen Annahmen gemacht, unter denen es 
= statthaft ist, Strahlung von jeder einzelnen Schwingungszahl 
gesondert zu betrachten. Wir erinnern aber daran, daß es 
Er Er nur unter zwei besonderen Voraussetzungen möglich war, 
ie Kontinuitätsgleichung I spektral zu zerlegen, und diese 
Voraussetzungen wollen wir wegen ihrer physikalischen Wichtig- 
keit hier nochmals formulieren (Ph. Z. S. 500). Es muß 
nämlich gefordert werden: 


1) Von der Annahme der Dispersionsfreiheit ist übrigens nirgends 
Gebrauch gemacht worden; man darf also in den ersten fünf Paragraphen 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit q ohne weiteres als Funktion der Schwin- 
+; gungszahl auffassen. 

a 2) G. Jaffé, Phys. Zeitschr. 28. 8. 500. 1922. Auf diese Veröffent- 


____ lichung wird im Text mit den Buchstaben Ph. Z. und folgender Seiten- 
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Grundriß einer Theorie des anisotropen Strahlungsfeldes. II. 459 u © 


1. In dem betrachteten Medium finde keine Umwandlung 
von Energie einer bestimmten Schwingungszahl in 
Energie von anderer Schwingungszahl statt. - 

2. Ist der Vorgang nicht stationär, so soll die Anderung ~~ 
des Wärmeinhalts des Mediums (in jeder Volumeinheit) tn 2 
neben der Änderung der Strahlungsdichte zu vernach- 

Die Gültigkeit der folgenden Entwicklungen für jede ie 

einzelne Schwingungszahl ist durchavs an die Bedingungen 1. 

und 2. gebunden. Gibt man 1. auf, behält aber 2. bei, so bleibt 

der Inhalt der Gleichungen richtig, wenn man sie sämtlich 

nach » von 0 bis oo integriert, d.h. also, wenn man die Gesamt- — 
strahlung und mittlere Werte der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit und des Absorptionskoeffizienten betrachtet. Formal 
läßt sich diese Abänderung nach der früher (I 8. 597) gegebenen | 
Regel ausführen. Gibt man auch 2. auf, so komplizieren sich 
die Verhältnisse, weil dann die absolute Temperatur T auch 
explizit auftritt (I S. 591). : 

Wir werden außer der Bewegungsgleichung in der Form (10) : 


(10) O68 q ot &, E, a, &, €, a, 
noch die fundamentale Beziehung (29) un 

(29) 


gebrauchen, die sich nach den Definitionen (4) und (65) auch = 


folgendermaßen schreiben läßt: daily 


(101) ving == [&, dQ+E. 


Die Gültigkeit von (29) [bez. (101)] ist unter den Voraus- 
setzungen 1. und 2. auch für nichtstationäre Vorgänge eine 
unmittelbare Folge der beiden Grundgleichungen, und um- 
gekehrt ersetzt (29) in Verbindung mit der Bewegungsgleichung 
(10) die Kontinuitätsgleichung I. Für nichtstationäre Vorgänge 
haben wir die Relation (29) unter Benutzung der Kugelfunk- 
tionsdarstellung (15) für §, bewiesen (I 8.625, 626). Der 
Beweis läßt sich aber auch unmittelbar erbringen, und zwar — 
in derselben Weise, wie wir es für stationäre Vorgänge getan“ 
(I 8. 599) und unter allgemeineren Voraussetzungen an anderem _ 
Orte auch für nichtstationäre Vorgänge ausgeführt haben = = 
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(Ph. Z. 8. 502). Um andrerseits zur Kontinuitätsgleichung 
zu gelangen, braucht man die gleiche Rechnung nur in um 
gekehrter Richtung auszuführen. 

Im stationären Falle gelangt man zu den Gleichungen 
(IIIa) und (IVa) der Hilbertschen Theorie, wenn man (10) 
integriert und das Ergebnis in (101) einsetzt. Eine einfache 
physikalische Überlegung lehrt, wie die Rechnung abzuändern 
ist, wenn der Zustand des Strahlungsfeldes sich mit der Zeit 
ändert. Die Integrale in (IIJa) liefern den Beitrag der einzelnen 
Volumelemente des Feldes und der Flächenelemente seiner 
Begrenzung zum Werte von «* im Aufpunkte; und ebenso 
setzt sich der dort herrschende Wert von §, in (IVa) zusammen 
aus der Einstrahlung einer Stelle der Begrenzung und den 
Beiträgen der dazwischen befindlichen Volumelemente. Ist 
also der Zustand mit der Zeit veränderlich, so braucht man 
nur alle diese einzelnen Beiträge „retardiert‘‘ zu berechnen. 


Bevor wir dazu übergehen, diesen einfachen Gedanken 
in Formeln zu kleiden, wird es nötig sein, einige Worte darüber 
zu sagen, in welcher Weise der Anfangszustand — etwa für 
t=(0 — vorgegeben sein soll. 

Solange man es nur mit der Betrachtung von stationären 
Zuständen zu tun hat, ist der Strahlungszustand vollständig 
beschrieben, wenn entweder e, als Funktion des Ortes oder 
&, als Funktion des Ortes und der Richtung bekannt ist. In 
ersterem Falle gewinnt man §, aus Gleichung (IVa) durch 
eine Quadratur, in letzterem Falle ergeben sich Strahlungs- 
dichte und Strahlungsstrom ihrer Definition nach durch Qua- 
draturen | GI. (4) und (6)] und dann schließlich e, vermöge der 
Relation (29). 

Sobald nun aber der Zustand sich mit der Zeit ändert, 
besteht die eben gekennzeichnete Gleichwertigkeit von e, 
und 8, nicht mehr. Wäre z. B. für = 0 nur e, als Funktion 
des Ortes gegeben, so wäre damit der zeitlich veränderliche 
Zustand durchaus noch nicht erschöpfend gekennzeichnet, 
denn die Gleichung (IVa) zur Berechnung von $, versagt jetzt. 
Es wurde eben schon angedeutet und wird sogleich streng 
formuliert werden, daß bei variablen Zuständen der endlichen 
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Strahlen Rechnung zu tragen 
ist. Wollte man also den Zustand bei t=0 durch Angaben 
= é, charakterisieren, so müßte ¢, über einen solchen, t = 0 
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sorausgehenden Zeitraum t bekannt sein, wie ihn die Strahlung 
erfordert, um den Abstand zwischen den beiden entferntesten 
Punkten des Feldes zu durchlaufen, d. h. also bei Feldern, 
die sich in irgendwelchen Richtungen ins Unendliche erstrecken, 
von {t= — oo an. 

Damit wäre aber zugleich auch angenommen, daß der 
Anfangszustand, genau wie alle Folgezustände durch normale 
Bewegung der Strahlung entstanden ist. Allgemeiner ist die 
Auffassung, die einen Anfangszustand als gegeben ansieht, 
ohne nach seiner Entstehung zu fragen, die also für die Schaffung 
eines Anfangszustandes besondere, sonst nicht berücksichtigte 
Verhältnisse zuläßt. In diesem Sinne läßt sich ein Anfangs- 
zustand im Strahlungsfelde nur so charakterisieren, daß &, 
als Funktion des Ortes und der Richtung für einen bestimmten 
Zeitpunkt vorgeschrieben wird. 

Wir wollen diesen allgemeineren Standpunkt einnehmen 
und setzen also fest, daß für 1 = 0 §, bekannt und von i= 0 
an die Einstrahlung der Grenzflächen $,, sowie die Energie- 
erzeugung im Felde €, als Funktionen der Zeit vorgeschrieben 
sein sollen. Was die mathematische Formulierung der Anfangs- 
bedingung betrifft, so denken wir uns längs eines jeden Strahles 
den in Richtung dieses Strahles fallenden Wert von ®, als 
Funktion der Bogenlänge s gegeben, also 


102) 
auf jedem festen Strahl. Le 


Damit der so gekennzeichnete Zustand physikalisch möglich 
ist, muß von der Funktion f, gefordert werden, daß sie nirgends 
negativ wird. Ferner sind noch Festsetzungen über die Wahl 
des Anfangspunktes von s zu treffen. Jeder Strahl, d.h. unter 
den gegenwärtigen Voraussetzungen: jede mit Richtungssinn 
versehene Gerade, beginnt entweder auf einem Punkte der 
Begrenzung oder im Unendlichen; wir wollen, der Kürze der 
Ausdrucksweise wegen, auch in letzterem Falle von einem 
„Anfangspunkte‘‘ des Strahles sprechen. Liegt nun der An- 
fangspunkt des Strahles im Endlichen, also auf der Oberfläche 
eines der schwarzen Körper, so soll s von diesem Anfangs- 
punkte aus gezählt werden; liegt dagegen der Anfangspunkt 
im Unendlichen, so soll s von irgendeinem festen, im Endlichen 
auf dem betreffenden Strahle gewählten Punkte aus gezählt 
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grenzung — wobei wiederum uneigentliche Punkte nötigenfalls 

de mitgerechnet werden — durch Koordinaten- und Parameter. 

werte mit dem Index 0 gekennzeichnet werden sollen. Demnach 

. entsprechen Punkten 2,42) entweder Parameterwerte s, =0 
& = — 

Nach diesen Festsetzungen bedarf nun die Angabe (102) 
noch einer Ergänzung; es muß nämlich auf allen Strahlen, 
die im Endlichen beginnen, f, für negative Argumentwerte 
verschwinden, d. h. 


(108) j,(w)=0 für w<0. 


47% Ohne diese Bedingung würden nämlich Zustände, die 
cern 2 zur Zeit t = 0 außerhalb der Begrenzung des Feldes lagen, in 
dieses hineingelangen, was natürlich auszuschließen ist. 

Nunmehr können wir die auf §. 460 mitgeteilte physika- 
— lische Überlegung mathematisch formulieren. Dafür führen wir 


Pf, es = Weiter setzen wir noch fest, daß Punkte der Be- 


zunächst die folgenden Symbole ein: tae Ä 

(105) Le*,h = &,* (2, t— ), 

(106) =f, (8 — 


Alle drei hunde beziehen sich auf einen einzelnen, 
beliebig herausgegriffenen Strahl; der Punkt 2,492, ist sein 
 Anfangspunkt (mit dem Parameterwerrt s, = 0 oder s, = — 00), 
und den Parameterwerten s und s, entsprechen zwei Punkte 
des Strahls mit den Koordinaten xyz bzw. 2,42. 

Bilden wir jetzt in Verallgemeinerung von (IVa) den ,,retar- 
diert‘‘ berechneten Ausdruck 


Vb) & = ], - e- +If, he ay 
so genügt er allen an ihn zu stellenden Forderungen, wenn 
man außerdem die folgenden Festsetzungen trifft, über die 
gleich zu sprechen sein wird: 


KR, (Zp Yo%, w) = 0 
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Man überzeugt sich leicht, daß der Ausdruck (IVb) für 
8, als Funktion von s und ¢ der Differentialgleichung (10) — 
genügt; er befriedigt aber auch die Grenz- und Anfangsbedin- 
gungen. Für s=s, fallen das zweite und dritte Glied fort 
(letzteres wegen (103)) und es bleibt für alle Zeiten t> 0 
(108) 8, (Sq, t) = K, (Lo Yo 2p, - 

Liegt der ,,Anfangspunkt‘‘ nicht im Endlichen, so ver- 
schwindet das erste Glied in (IVb) wegen des Exponential- 
faktors; eine Einstrahlung aus dem Unendlichen kommt also 
bei endlichem Absorptionskoeffizienten im Endlichen nicht 
zur Wirkung. 

Für t = 0 verschwinden die ersten beiden Glieder in (IVb) 


(109) (8,0) = f,, (8) 


Was nun die Festsetzungen (107) betrifft, so sind sie zu- 2 
lässig, weil sie den Grundgleichungen, d.h. also den Gleichungen 
(10) und (101) für t= w < 0 genügen und weil man über die ni 
Strahlungsvariablen für t < 0 im übrigen nach Belieben ver- 
fügen kann; es wird ja nur nach dem Strahlungszustand für 
t>0 gefragt. 

Natürlich sind die Festsetzungen (107) nicht so zu verstehen, 
als ob wir für ¢ < 0 wirklich ein verschwindendes Strahlungs- | 
feld annehmen müßten; das Strahlungsfeld kann auch für E ry 
t< 0 bestanden haben, aber seine Nachwirkungen sind durch 
die Angabe des Anfangszustandes [Gl. (102) und (103)] bereits 
erschöpfend dargestellt. Die Gleichungen (107) enthalten 
also gar keine Aussagen über das Feld für t< 0 (darum haben ~~ 
wir auch das Argument w geschrieben), sondern es sind ein 
mathematische Festsetzungen über die auftretenden Funk- 
tionen, Festsetzungen, mit deren Hilfe das Strahlungsfeld : 
für t> 0 richtig dargestellt wird. a Mea 

Wir bemerken noch, daß (Gl. IVb) auch dann noch ine Be. 
Lösung unserer partiellen Differentialgleichung (10) bleibt, 
wenn f, = 0 gesetzt wird (das Glied [f,], e” ist eine Lösung 
der zugehörigen homogenen Differentialgleichung). Man en ar 
darum unsere Lösung auch der weniger allgemeinen, oben — 
(8. 461) erwähnten Darstellung der Vorgeschichte des Feldes 
anpassen; man braucht dafür nur f,=0 zu setzen und & y 
fir ein hinreichend langes, t = 0 vorausgehendes Zeitintervall — 
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t (vgl. 8. 461) gegeben zu denken. Dann läßt sich auf Grund 

eben der Gl. (IVb) 8, als Funktion des Orts und der Richtung 
für t = 0 berechnen. 

NS Die Gleichung (IVb) gestattet allgemein, die Intensität 
8, als Funktion des Orts, der Richtung und der Zeit durch 

eine Quadratur zu finden, sobald ¢* bekannt ist. Letztere 

Größe selbst bestimmt sich durch eine Integralgleichung, die 

man erhält, indem man (IVb) in (101) einträgt. Wir denken 


Integral in ein Integral über die Begrenzung, das zweite in 
ein Integral über das Volumen des Feldes. Zu diesem Zwecke 
führen wir an Stelle der s die r ein, 


mit den Koordinaten xyz hat. Sei ferner dQ ein infinites- 
_ maler Öffnungswinkel, der bei xyz beginnt, do, sein recht- 
: She winkliger Querschnitt an der Stelle z,y,z, und endlich d To ein 
Fe Element der Oberfläche an der Stelle z,Y52,, dessen innere 
Normale N dort mit r den Winkel (Nr) bildet, so gelten die 

(110) dQ=, dad =du, dQ= 


Mit EEE dieser Relation erhält man schließlich 


df, cos(Nr) 


r? 


e,* (xyz, t) = — cos(NVr) df, 
fe, *,dv, + se (eyz,t) 


BE als Integralgleichung für e,*. Dabei ist jetzt an Stelle von (104) 


(20902 (2), 


(112) [e,*], = e,* (ay 


u _ Für stationäre Zustände geht die Gleichung (IIIb) unmittelbar 
in (IITa) über und stellt also — unter der Voraussetzung eines 
homogenen Mediums und schwarzer Grenzen — die Verallge- 

meinerung der Hilbertschen Integralgleichung auf zeitlich 

_ veränderliche Vorgänge dar. Wie in (IIIa) sind die beiden 
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jumens, f* bzw. v*, zu erstrecken, die Strahlung zum Aufpunkt 
senden, das neu hinzugekommene dritte Integral, das den 
geforderten Anfangsbedingungen Rechnung trägt, ist über de 
Einheitskugel zu erstrecken. 

Zur Auflösung von (IIIb) verfahren wir genau wie’im An- 
schluß an (IIIa), d. h. wir setzen ¢* als Reihe an, die nach — 
Potenzen des Parameters «, fortschreitet 7 


(66) e*=eqgtera te, 
Die Koeffizienten dieser Reihe ergeben sich, nach Substi- 
tution von (66) in (ITTb), durch wiederholte Quadraturen 


= &,, 
1 E 
1 e — Gy? 1 


Die Bedeutung der benutzten Symbole [e,,], und [E,], “4 
ergibt sich aus Analogie mit (112). € 

Wir bemerken noch, daß die Koeffizienten ¢,, eine anschau- h : 
liche physikalische Bedeutung haben. Sehen wir für diese — 
Betrachtung von der Berücksichtigung des Anfangszustandes a 
ab, der ja wegen des Faktors e”“2! sehr schnell abklingt, so 


stellen 8, und &, die durch Einstrahlung und im Volumen 
primär zugeführte Energie dar. Diese primäre Energie wird _ 
teilweise vom Medium absorbiert und erzeugt — mit ange- 
messener Verspätung — an jeder Stelle des Feldes einesekundäre x 
Emission &,,; diese wird wiederum absorbiert und erzeugt Be: 
eine tertiäre Emission e,, usf. Das Glied ¢,-«,' stellt also O4 
den Anteil an der Emission dar, der zum («—1)-ten Male wieder- Me 
emittiert wird. Es leuchtet ein, daß die einzelnen a 
bei kleinen Werten von «, schnell abnehmen müssen und daß 
die Reihe (66) dann also rasch konvergiert. 

Wir wollen nun noch ein einfaches Beispiel dafür geben, : 
wie ein vorgeschriebener Anfangszustand abklingt. Wir wihlen = 
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einer Koordinate x abhängt. Zur Zeit t=0 sei der zwischen 
den Ebenen 2=0 und 2 =d liegende Raum von isotroper 
Strahlung von der Intensität C, erfüllt; von t= 0 an werde 
die beiden schwarzen Grenzebenen auf der Temperatur T =( 
gehalten. Es wird nach dem Strahlungszustand für t>0 
gefragt, wenn von einer Energieerzeugung im Felde abgesehen 
wird (E, = 0). 

Wir beschränken uns auf die Berechnung der ersten Approxi- 


= Fall, in dem der Zustand, außer von der Zeit t, nur von 


7 
Fall $ 


- > 18 Pad 


. - d . 
mation und auf den Fall = da aus Symmetriegriinden im 


ae Nach den Voraussetzungen wird e,,—=0; bei der Aus 
wertung des Integrals 

(118) 
= liefern nur diejenigen Richtungen einen von 0 verschiedenen 
a Beitrag, in denen s — gt=0 ist [wegen (103)]. Demnach 


haben wir drei Zeitperioden zu unterscheiden. 


mee Solange fiir ein beliebig gewähltes x die Zeit tS x/q ist, 
BE, F verschwindet der Integrand in keiner Richtung; dann ist also 
unabhängig von z 

(116a) &, = C,e- a,1t; 0< : 


Sobald t größer geworden ist als x/q, aber (d — x)/q nicht 
überschreitet, liefern nur mehr solehe Richtungen einen Beitrag 
zum Integral (115), die mit der x- Achse einen Winkel # 2 #, 
= arccos = bilden. So ergibt sich bbe 

Gout 


| x d — 
 (116b) +4); <t Bis 


q 
Ist endlich it größer als (d — x)/q, so liefern nur die Rich- 


tungen zwischen den Grenzen # und 9, Beiträge, wobei sichfi 


—d 
berechnet. 


9, aus der Beziehung #, = arccos 
Es wird dann 
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Die drei Formeln (116) egeben die zeitliche Abnahme 
des Emissionskoeffizienten e,=«,e,, im Grenzfalle sehr 
schwacher Absorption. Für £=0 (und demnach auch für 
z=d) fällt die Periode (116a) fort, für z = d/2 die mittlere 
Periode (116b). 

Die Strahlungsdichte ergibt sich vermöge (29) aus e,; 
die Berechnung von §t, erfordert die Ausführung einer weiteren 
Quadratur gemäß (IVb). Für die Berechnung von $, und ©, 
wollen wir uns auf den noch einfacheren Spezialfall beschränken, 
daß d= oo gesetzt wird, das heißt also, daß für {=0 der 
Halbraum 2 > 0 von schwarzer Strahlung erfüllt ist.!) Unter 
dieser Voraussetzung sind für e,, nur die beiden Zeitabschnitte 
(116a) und (116b) zu berücksichtigen. 


Für den ersten Zeitabschnitt (0 < t/q) können alle 


Richtungen # gleich behandelt werden; man findet, indem __ 

man &,* = e,,'«, gemäß (116a) in (IVb) einträgt, unter Be- 

ricksichtigung von (108) bis (106) ao 

(117a) 8,= +0,91; 0<#= ig 4 

Die Strahlung ist also für alle 2 >0 in diesem ersten Zeit- 7 m 2 

intervall isotrop, wie das ja auch physikalisch einleuchtend ist. Er Ber 
Für 2/q sind zwei Winkelräume zu unterscheiden, 

die durch den Wert 9, = arccos getrennt werden. Füralle 9 

die kleiner sind als dieser Wert, wird das Argument von (106) as 


negativ. Dort verschwindet also außer dem ersten Gliede in 
(IVb) auch das dritte, und im zweiten Gliede kommt aus- 
sehließlich der Wert (116b) in Frage. ergibt sich — 


cos 
&, = —u, C,e~%at fü + 1 dr, 


1) In dem allgemeineren Falle (d endlich) kompliziert sich die Rech- 
nung insofern etwas mehr, als bei der Auswertung von $, dann 5 Zeit- 
intervalle mit den Grenzent = 0, x/q, (d — ~)/q, (d + 2)/q, (2d — x)/g, 
» zu unterscheiden sind. Für jedes dieser Zeitintervalle muß man die 
Gebiete abgrenzen, die nach 116a, b oder c emittieren und Richtungen 
unterscheiden, in denen ein, zwei oder drei verschiedene Gebiete geschnitten 
werden. Im übrigen gelten die im Text entwickelten Formeln auch für 
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wenn wir mit r, die Entfernung des Integrationselements von 
Aufpunkt verstehen. Berücksichtigt man nun noch den Zu. 


und führt die Integration aus, so ergibt sich Ze 


(117b) &, = “aC e- —5 + 
Im Winkelraum 9%, =#=n verschwindet dagegen das 
dritte Glied in (IVb) nicht, und auf jedem Strahle ist eine, 
dem Aufpunkt zunächst liegende Strecke zu unterscheiden, 
auf der (116b) gilt und eine zweite Strecke, auf der (116a) gilt. 


Q, r= qt. 


Man erhält also jetzt 


&,= f(t +=) dr, +a, far 


r; 


denn jenseits von 7,, d. h. für r, >, verschwindet der Inte 

grand wegen (107). Die Ausführung der Integration ergibi 
schließlich 

_ a,  2-cosd | 

+ a, gt 4 qt (1 — cos 3)? | 

t>2z/q, 


Allen drei Formeln (117) gemeinsam ist die außerordentlich 
_ schnelle Abnahme der Intensität mit der Zeit, wenn «, nu 
einigermaßen von Null verschieden ist. 

Berechnen wir nun noch den Strahlungsstrom &,, [nad 
Gl. (6)], so verschwindet er im Zeitabschnitt 0< tS a/q nad 
_ (117a) wegen der dann herrschenden Isotropie. Dagegen ergil 
sieh für t > 2/q vermöge (117b) und (117e) a 
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Der Strahlungsstrom hat natürlich die Richtung der 
negativen g-Achse; er beginnt an der Stelle « =0zur Zeit 
t=0 mit dem maximalen Wert —rC',, um dann nach dem 
(resetz 
1188) t>0; z=0, 
abzufallen. An allen anderen Stellen, <>0, setzt er erst 
zur Zeit t = x/q ein, und zwar mit dem Werte Null, um nach 
einem komplizierteren Verlauf schließlich wieder auf Null her- 
unterzusinken. 

Nicht uninteressant ist auch der Grenzfall «4 =0, den 
unsere Lösung streng wiedergibt; dann ist 


- x \2 


An der Stelle x = 0 hat also der Strahlungsstrom unab- 
hängig von der Zeit seinen Maximalwert; an allen anderen 
Stellen beginnt er erst zur Zeit t = x/q mit dem Werte Null, 
um allmählich auf den gleichen Maximalwert anzusteigen. Das 
ist in der Tat einleuchtend, denn im Inneren ist die Strahlung 
anfangs isotrop und die Anisotropie verstärkt sich von der 
Zeit t = x/q an immer mehr, indem der Nachschub von Strah- 
lung von der Seite der negativen x her in immer größeren 
räumlichen Winkeln fortbleibt. 

In dem von uns gerechneten Beispiel klingt der vorgegebene 
Anfangszustand im mathematischen Sinne erst nach unendlich 
langer Zeit vollständig auf Null ab, obgleich wir nur die erste 
Approximation durchgeführt haben. Dieser Fall tritt aber nur 
dann ein, wenn das Feld wenigstens in einigen Richtungen 
sich ins Unendliche erstreckt. Ist das Feld dagegen allseitig 
von schwarzen Wänden begrenzt, die von t=(0 an auf der 
Temperatur T=0 gehalten werden, so ergibt ein endliches 
Stück der Reihe (66) — wenn keine Energieerzeugung im 
Inneren stattfindet — nur für -eine endliche Zeit von Null 
verschiedene Werte. 

Sei nämlich | die weiteste im Felde vorkommende Ent- 
fernung zweier Punkte, die sich gegenseitig zustrahlen können, 
und seit = I/q die Zeit, in welcher die Strahlung | durchläuft, 
so verschwindet der erste Koeffizient ¢,, nach (113) und (103) 
spätestens von {=r an. Berechnet man mit diesem ¢,, den 
nächsten Koeffizienten, so verschwindet er spätestens von 
#—=?2r an; man berücksichtigt dann Strahlung, die den Weg I! 

Annalen der Physik. IV. Folge. 70. 
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zweimal zurückgelegt hat — usf. Je mehr Glieder der Reihe 
(66) herangezogen werden, desto länger werden die Zeiten, 
für welche die Lösung von Null verschiedene Werte liefert, 
Diese Verhältnisse sind natürlich in der Art und Weise begründet, 
wie wir approximative Lösungen der Integralgleichung (IIIb) 
gewinnen. Streng gültige Lösungen würden, genau wie in 
der Theorie der Wärmeleitung und wie im Grenzfalle starker 


Absorption ($ 3), im mathematischen Sinne erst für t = a 


verschwinden. 4 


i! 


§ 6. Inhomogene 


Im folgenden wollen wir den Inhalt unserer bisherigen 
Untersuchung auf materielle Strahlungsfelder ausdehnen, i 
denen die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und der Absorptions- 
koeffizient stetige Funktionen des Orts sind. Wir wollen diese 
Größen jedoch als „langsam veränderlich‘‘ annehmen, damit — 
wenn noch an der Annahme schwarzer Grenzflächen fest- 
gehalten wird — von einer Reflexion der Strahlen abgesehen 
werden kann.!) Streuung der Strahlen lassen wir nach wie 
vor unberücksichtigt. 

Noch in einer anderen Beziehung wollen wir unser Problem 
verallgemeinern. Bei der Festlegung der Grenzbedingungen 
(I §. 592) hatten wir vorausgesetzt, daß jeder der begrenzenden 
schwarzen Körper K, zu jeder Zeit an seiner ganzen Ober- 
fläche O, die gleiche Temperatur T, haben solle. Von dieser 
Voraussetzung ist allerdings im Verlaufe der Rechnung nirgends 
ausdrücklich Gebrauch gemacht worden. Ändern wir nur 
die eine Aussage auf 8. 599 dahin ab, daß die Lösung für das 
dort definierte Strahlungspotential nicht „soviele Konstan- 
ten‘, sondern „soviele willkürliche Funktionen‘ enthält, wie 
Flächen O, vorhanden sind, so gelten die sämtlichen Entwick- 
lungen der ersten fünf Paragraphen unverändert, wenn man 
die allgemeinere Annahme macht, daß die Temperaturen der 
Grenzflächen von Stelle zu Stelle variieren dürfen. 

Wir wollen also den Ausführungen dieses Paragraphen 
ausdrücklich die Annahme zugrunde legen, daß das Strahlungs- 
feld von einer Anzahl von schwarzen Flächen begrenzt sei, 
die geschlossen oder ungeschlossen sein können, und auf denen 
die Temperatur — und damit die Einstrahlung ins Feld — 


ER, 1) W. Behrens, Math. Ann. 76. S. 380. 1915. fics 3% en 
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gegebene Funktion des Ortes und der Zeit ist. Erstreekt sich 
das Feld in allen oder einigen Richtungen ins Unendliche, 
so ist wieder eine große Kugel ganz oder teilweise als eine der 
Grenzflachen mitzuzählen und an ihr soll die Einstrahlung ver- 
schwinden. 

In inhomogenen, dispergierenden und absorbierenden 
Medien ist die ,,Fortpflanzungsgeschwindigkeit nicht mehr 
ein einheitlicher Begriff. Wo immer wir es in den ersten fünf 
Paragraphen mit der Geschwindigkeit der Strahlen zu un 
hatten, handelte es sich, wie die Ableitung der Gleichung (0) 
zeigt, um die Geschwindigkeit, mit welcher die Strahlungs- 
intensität fortschreitet, d. h. um die Energiegeschwindigkeit!), 
die in dispergierenden Medien mit der Gruppengeschwindigkeit ae 
zusammenfällt?), und für welche wir jetzt die Bezeichnung q, Re 
einführen wollen. 

Davon zu unterscheiden ist die Größe v,, die in einem ae er — 
inhomogenen Medium die Strahlenwege nach dem Fermat- oy : 
schen Prinzip als Minimalkurven des Variationsprinzips 


: 


120) - = Min. 


Der optische Koeffizient v, fällt nur in schwach absor- ie 
bierenden Medien mit der Phasengeschwindigkeit (einzelner, ee Ay 
stationärer Wellen) zusammen, genauer gesprochen: nur dann, oe ; 
wenn der Extinktionskoeffizient klein gegen 1 ist.) Die Ab- 


D 


1) Nur in den beiden Gleichungen (III) und (IV), die wir von Hil- a es Bar: 
bert übernommen haben, und die sich noch auf inhomogene Medien be- at a 
ziehen, wäre q durch das gleich zu definierende v zu ersetzen; aber beim = a > 
Übergang zu den von uns allein benutzten Gleichungen (IITa) und (IVa) 
fällt die Geschwindigkeit heraus. 

2) M. Laue, Ann. d. Phys. 18, S. 523. 1905. ae 

3) D. Hilbert, Phys. Z. 18. S. 1056. 1912; 15. S. 878. 1914. a Peete 

4) M. Laue, Ann. d. Phys. 82. S. 1085. 1910. Der Extinktions- > oc 
koeffizient x, steht mit dem von uns benutzten cate teenie 


a, in dem Zusammenhang 
e 


v my 


4nny 


(e = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, n = Brechungskoeffizient). Die 


he 
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Forderung *,<1 ist durchaus nicht gleichbedeutend mit der Forderung 
„schwacher Absorption“ in dem von uns benutzten Sinne (oben S. 457). a ee Er 
Bei noch so kleinen, endlichen Werten von x, kann der Grenzfall starker ER a 
31* 


Jaffe. 


hängigkeit der Größen q, und v, von Brechungskoeffizient 
und Extinktionskoeffizient ist nicht für alle in Betracht kom- 
menden Fälle bekannt, aber dem phänomenologischen Charakter 
unserer Theorie entsprechend braucht uns diese Abhängigkeit 
nicht zu beschäftigen. Wir setzen q, sowohl wie v, als bekannte 
Funktionen der Schwingungszahl und des Ortes voraus. Für 
die meisten Zwecke dürfte es genügen, die beiden Größen 
zusammenfallen zu lassen. 
Er ir Wir nehmen ferner an, das Problem (120) sei gelöst, und 
u FR der Verlauf der Strahlenwege bekannt. Anden oben ($. 461, 462) 
% getroffenen Festsetzungen über den Anfangspunkt von s, 
über die Bezeichnung von Punkten der Begrenzung und die 
Festlegung des Anfangszustandes halten wir fest. 
: Im folgenden wird auf die Kriimmung der Lichtstrahlen 
Bu... die dadurch bedingten Verhältnisse Rücksicht zu nehmen 
_ sein. Wir bezeichnen von jetzt an mit dQ, den unendlich 
‚kleinen Öffnungswinkel eines Elementarbündels!), das von 
der Stelle xyz ausgeht und den Strahl s zur Achse hat. Sei 
do, sein orthogonaler Querschnitt an der Stelle x, y,2,, 80 setzen 
wir mit Hilbert?) 


88 
(121) dQ, = S(ryz, 2); 


dabei bedeutet v,, den Wert von v, im Punkte x, y,2,. S ist eine 
Funktion der beiden Punkte zyz und 2,y,2,, die durch das 
Se _ Fermatsche Prinzip völlig bestimmt ist und die wir als ermittelt 
:  —— Von dieser Funktion ist insbesondere bekannt, 
daß sie symmetrisch in bezug auf die beiden Punkte (xyz) 
und (2, 4,2) ist.?) Bedeutet also weiter do ein zu s senkrechtes 
: _ Flächenelement an der Stelle xyz und dQ den Öffnungswinkel, 
unter dem es von z,4,2, aus erscheint, so gilt die Beziehung 
v, 


Ersetzt man die Quersehnitte do und 


Anion vorliegen, wenn nur das Strahlungsfeld hinreichend ausge- 
dehnt ist. Die Verhältnisse in den Riesensternen sind ein Beispiel dafür 
(I S. 625). 
1) M. Planck, Vorlesungen über die Theorie der Wärmestrahlung. 
4. Auf. Leipzig 1921. $ 21. 
in 2) D. Hilbert, Phys. Z. 13. S. 1056. 1912. 
3) R. Straubel, Phys. 4.8.114. 1908.0 
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Grundriß. einer anisotropen Strahlungsfeldes. 


Normalen mit s an den Stellen xyz bzw. x,y,z, die spitzen 
Winkel & und &, einschließen, so tritt an die Stelle von (122) 


df, cos &, d 8, dfcosE 


= 


Für die Energiedichte im Punkte xyz bleibt der 


(124) u,= 8,49, 


in Geltung, jedoch können wir uns nicht mehr auf die Ableitung 
bei Planek!) berufen, die geradlinige Ausbreitung der Strahlen 
voraussetzt. Dagegen führt eine ähnliche Betrachtung zum 
Ziele, wie sie Hilbert für die Ableitung seines Ausdrucks für u, 
anstellt.?) 

Wir betrachten nämlich zunächst für einen gegebenen 
Zeitpunkt die Energiemenge 


dvdodQ, at, 


die während des Zeitelements dt, innerhalb des Intervalls dy 
und des Öffnungswinkels dQ, durch ein bei xyz befindliches 
Flächenelement do normal hindurchtritt. Wegen des Wertes q, 
der Energiegeschwindigkeit, erfüllt diese Energie einen recht- 
winkligen Zylinder von der Basis do und der Höhe q, dt. Also 
ist die Energiedichte im Punkte xyz, soweit sie von der be- 
trachteten Strahlung herrührt, ate 

28, dvd 8, 

Die gesuchte Gesamtdichte für die Schwingungszahl » 
ergibt sich also durch Integration nach dQ, und Division 
durch dy in Übereinstimmung mit (124). 

Auch die Definitionsgleichung (6) für ©, bleibt unverändert, 
jedoch erfordert die Berechnung von div ©, die Berücksich- 
tigung der Veränderlichkeit von v, mi dem Ort. 

Wir denken uns in der üblichen Weise an der Stelle zyz 
ein Elementarparalleliped mit den Kantenlängen dz, dy, dz 
und berechnen den Überschuß der Ausstrahlung über die Ein- 
strahlung zunächst durch die beiden zur z-Achse senkrechten 
Seitenflächen bei z und e +dzx. Wir zerlegen diese Flächen 


1) M. Planck, I. ce. § 22. 
2) D. Hilbert, Phys. Z. 18. S. 1056. 1912. Vor Formel (5). 
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in Elemente dj baw. df’, die unendlich klein gegen dy dz sind 
und haben nun die Differenz 


zu bilden. Die ungestrichenen Größen und dQ, beziehen sich 
auf die Fläche bei x, die gestrichenen Größen und dQ auf die 
Fläche bei 2+ dz. Die Integrationen nach df und df’ sind 
über das Rechteck dy dz zu erstrecken, diejenigen nach dQ, 
und dQ über die Einheitskugel. Die Unterteilung in Flächen- 
elemente, die von höherer Ordnung unendlich klein sind, haben 
wir vorgenommen, damit die Öffnungswinkel, unter denen 
Flächenelemente der einen Fläche von Punkten der anderen 
aus erscheinen, unendlich klein werden. 
Nunmehr ordnen wir solche Richtungen # bzw. 9 em- 
ander zu, die bei der Fortbewegung der Strahlung auseinander 
hervorgehen, dann ist wegen (123) 


cos df’ AN = cosddfdQ, - 
(126) | 
vy 
| = cos #dfdQ, (1+ da) 
Da ferner ag 
R= + ;, de 
ist, wird aus der Differenz (125) dips sila 
dz dy dz ( + 
Man erhält also schließlich ee 
(127) | = S + r, Fx) FdQ, 
| = f cos 
und zwei entsprechende Ausdrücke fir —;7* und —-, in 


denen « durch y bzw. z und cos # durch sin ® cos @ bzw. 
sin # sin gm ersetzt ist. 

Die Grundgleichungen für den jetzt betrachteten Fall 
haben wir schon an anderem Orte aufgestellt (Ph. Z. 
8. 501). Dort wurde allerdings noch nicht zwischen gq, und z, 
unterschieden, doch geht aus den hier gegebenen Betrachtungen 
ohne weiteres hervor, an welchen Stellen q, durch v, zu er- 
setzen ist. 
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Die erste lautet, äußerlich unverändert, 
wie früher (I S. 592) 


06,; 


(I*) = — 


doch haben wir eben gesehen, daB der Ausdruck von div ©, 
als Funktion von §&, modifiziert ist. 
Die zweite Grundgleichung hat jetzt die Gestalt 


OR, 28, Gv 1 R, 
(11*) + R, + €, + E, a, K, ’ i 


in der sich noch, analog wie früher (I 8. 590), die Differentia- 


tion nach s nach der 
ö 2 

auf die Grundvariablen x, y, z, ®, p zurückführen läßt. is % 


Aus den beiden Grundgleichungen folgt, wie auch bereits 
gezeigt wurde (Ph. Z. S. 502), die Gültigkeit der Relation 


Für die weitere Behandlung lassen sich die Grundgleichungen 
durch Einführung ‚reduzierter Variabler‘“ vereinfachen. Es 


bedeute a, eine der Größen 


(130) &, E,, u,, S,, u, Br, fis 
und a, die entsprechende Größe der Reihe ee er 
so ordnen wir durch die Substitetion 
je einer Variablen der Reihe (130) die entsprechende reduzierte BR 


Variable der Reihe (131) zu. 

Mit Hilfe dieser Festsetzungen und unter Berücksich- 
tigung von (127) nehmen die Grundgleichungen die folgende 
Form an 


ds 


e des anisotropen Strahlungsfeldes. 1 5 eet 

= 3 

, 

bzw. 

Fall 

6K, , 1 8K, 

er e E K 


G. Joffe. 


2 se Damit haben wir unsere früheren Gleichungen (la) und 
a (10) formal wiedergefunden, nur muß berücksichtigt werden, 


0 daß q, und «, jetzt Ortsfunktionen sind. 

un ae Setzen wir jetzt {in Übereinstimmung mit (15), (130) und 

(133) K = "pin sin“ (AY? cos u y+ Bi? sin ug), 

ea a so bestehen einerseits die zu (16) und (18) analogen Beziehungen 
P für die reduzierten (rrößen, andererseits bleiben die Rech- 
= nungen unverändert, welche zur Aufstellung der Differential- 
Bi gleichungen für die Reihenkoeffizienten führen. Man braucht 


also in den früher abgeleiteten Differentialgleichungen nur 
die Größen (130) durch die entsprechenden Größen (131) zu 
ersetzen, um zu den jetzt gültigen Gleichungen zu gelangen. 
Insbesondere tritt im Grenzfalle starker Absorption, 
d.h. bei Beschränkung auf die vier ersten Glieder von (138), 
an die Stelle von (86) und (88) das System 


1 A," 1 OA, 
8 1 
A,” R a) 1 A, 
A, 1 6B,” 
=— — — 
0% qe 
Diese vier Gleichungen geniigen — zusammen mit den 


bei starker Absorption geltenden Grenzbedingungen fiir die 
Strahlungsdichte (I 8. 603, 604) und Anfangsbedingungen 
fiir Strahlungsdichte und Strahlungsstrom — zur Bestimmung 
dieser Unbekannten. Für den stationären Fall reduziert sich 
das System (134) und (135) auf die Gleichungen der Wärme- 
leitung in inhomogenen Medien, und es ist zu vermuten, daß 
auch in vielen nichtstationären Problemen die zweiten Glieder 
auf den rechten Seiten von (135) ohne wesentlichen Einfluß 
sind. (Man vgl. § 3.) Ein allgemeines Verfahren zur Integra- 
tion des Systems (134) und (135) läßt sich ebensowenig angeben, 
wie bei dem analogen Wärmeleitungsproblem, dagegen gelingt 
es, die Betrachtungen des fünften Paragraphen in vollem 
Umfange auf den jetzt untersuchten Fall zu übertragen. 
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und Wir definieren wieder retardiert berechnete Größen 
136) Kh=K, (z Yo f 
at wid tee 
ngen § (138) 
ech- 
tig). | nd halten an den Festsetzungen (103) und (107) fest. Der Be 
ucht | Parameterwert s, entspricht auf einem beliebigen Strahle ary 
nur | demjenigen Punkte, von dem die Strahlungsenergie in der aay 
) au Zeit t bis zum Punkte mit dem Parameterwert s gelangt. Das 
gen heißt also, s, ist durch die Gleichung Er 
dy (s ) Pr 
% 
definiert, wobei q, als Funktion von s zu denken ist. Die Größe s, er % 
ist demnach Funktion von s und von t; für f = 0 reduziert Phas 
sich s, auf s. Nach bekannten Regeln ist ee 
Os 4g, (%) OS _ 
(140) g@’ NE a 
Unter Beriicksichtigung der angegebenen Definitionen 
und Festsetzungen überzeugt man sich nun, daß der Ausdruck = 
den 
+ fre “he ds, + Ng 
sich = 
der Gleichung (11**) genügt und den geforderten Rand- und 
a Anfangsbedingungen genügt; in der Tat reduziert er sich für i 
ing | auf K, (ao Yo 20, t) und für t = 0 [wegen (107)] auf f, (s). = 
aii Die Relation (129) läßt sich nun wieder in der Form B =< 
(141) = K,dQ, +E, 
em schreiben; substituiert man hierin den Wert (IV*), so erhält 
man als Integralgleichung für @,* 


2 


_ 
e,* (2,4, 2,0) = [«, € d 22, 


Pass 


+ Sen eh ds, dQ, + ft, 


Die beiden ersten Integrale lassen sich noch in ähnlicher 
Weise umformen, wie wir es früher (oben $. 464, Ph. Z. S. 502, 
508) getan haben. Ist nämlich df, ein bei &, Yo 2, gelegenes, 
vom Aufpunkte zyz aus sichtbares Element der Begrenzung, 
und bildet seine innere Normale mit dem Strahle, der x, Yo2, 
mit xyz verbindet, den Winkel (Ns), so ergibt sich aus (121) 
die Beziehung 


Hier bedeutet ©, nach früheren Festsetzungen den Wert 
von v, an der Stelle Lo Yo %- Unter Berücksichtigung von 
(121) und (142) erhält man aus (ITI*) and Tse: 


ie 


e*(zyz,t) = = 
i 
rye ı zyz | 
| > Savas = fay as} 
[Kylee cos (N's) + 
vr 


Die Symbole f* und v* haben die früher (S. 465) angegebene 
Bedeutung; die Gleichung (III**) vereinfacht sich noch ein 
wenig, wenn man wieder die nicht reduzierten Variablen ein- 
führt, weil dann der Faktor v,? im Nenner der beiden ersten 
Integranden fortfällt. Finden sich im Inneren des betrachteten 
Strahlungsfeldes konjugierte Punkte — ein Fall, der nicht 
ausgeschlossen zu werden braucht —, so verlieren die beiden 
ersten Integrale in (III**) ihre unmittelbare Bedeutung, weil 
es dann mehr als einen Verbindungsstrahl zwischen Integra- 
tionselement und Aufpunkt geben kann. Die Form, welche 
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diese Integrale ursprünglich in (III*) hatten, muß dann als 
ihre Definition angesehen werden.?) 

Die Integralgleichung (III**) enthält alle früher auf- 
gestellten Formen als spezielle Fälle, und dasselbe gilt für 
die Gleichung (IV*) zur Berechnung der a. Die ae 


setzen. Die Koeffizienten der Reihe berechnen sich durch 
iterierte Integration mit Hilfe von Ausdrücken, die den Formeln 
(113) völlig analog sind und die wir nicht explizit anzugeben 
brauchen. 

Damit ist unser Problem unter den allgemeinsten von 
uns zugelassenen Voraussetzungen auf Quadraturen zurück- 
geführt. Allerdings dürfte für spezielle Anwendungen die 
Reihe nur für kleine Werte des Absorptionskoeffizienten hin- 
reichend schnell konvergieren. 


Leipzig, im Oktober 1922. 


1) Man vgl. hierzu die Ausführungen bei Hilbert. Phys. Z. 18. 
8. 1056. 1912, 


für (IIT**) läßt sich wieder in die Form = rn ® 
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Über die Schwächung der sichtbaren Strahlung 
durch künstlichen, homogenen Nebel; 
von O. Werner. 


a homogene!) Nebel ist vollständig bestimmt durch 
Brechungsexponent, Schichtdicke, Tropfenzahl und Tropfen- 
Bus größe. In dieser Arbeit ist für Wassernebel in Luft und in 
einem Gefäß von bestimmter Länge — also bei konstantem 
Brechungsexponenten und konstanter Schichtdicke die Ab- 
hängigkeit des durchgehenden Lichtes von Tropfengröße und 
Tropfenzahl untersucht worden. Zur Bestimmung der 


Schwächung wurde die spektralphotometrische Methode an- 
gewendet, wie sie zuerst von F. Kurlbaum und G. Schulze?) 
angegeben worden ist. Nernstfaden N, (vgl. Fig. 1) befindet 
sich im Brennpunkte der Linse L,, sein Lieht geht parallel 
durch das Nebelgefäß G und erzeugt in N, ein reelles Bild von 
N,. Nahezu an derselben Stelle, d. h. ebenfalls in der Brenn- 
ebene der Linse L,, aber mit einer kleinen Höhendifferenz 
gegen Faden N,, befindet sich der Faden N, und es werden 
beide Fäden durch die Linse L, auf den Spalt des Spektro- 
meters in natürlicher Größe abgebildet; die Höhendifferenz 


1) Der Nebel wird dann als homogen angesehen, wenn die Radien 
seiner Tropfen so wenig voneinander abweichen, daß eine durch den 
Nebel hindurchgesehene Lichtquelle Beugungserscheinungen zeigt. 

2) F. Kurlbaum und G. Schulze, Verhandlungen d. deutsch 
Phys. Ges. 5. S. 428. 1903 und H. Kohn, Diss. Breslau 1913. 
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Über die Schwächung der sichtbaren Strahlung usw. 481 — 
ist so zu wählen, daß das Bild von N, zum Teil auf den Nernst- ee 
faden der Lampe N,, zum Teil auf den rene in ll 
fillt. So grenzen beide Spektren scharf aneinander und lassen Pa 
ich gut photometrieren. Nun werden die Spektren auf gleiche 
Helligkeit gebracht, dann wird in G Nebel erzeugt, wodurch 
das Spektrum von N, geschwächt!) wird, und darauf ist N, 
durch Regulierung der Stromstärke auf dieselbe Helligkeit 
m bringen.*) Um eine Beziehung zwischen der Stromstärke | 
md der Strahlungsintensität zu haben, wurden die Nernst- 
fiden nach einer Methode von F. Kurlbaum und G. Schulze!) 
bei drei verschiedenen Temperaturen mit einem schwarzen 
Körper verglichen. Die Anwendung der Wien- Planckschn 3 
Strahlungsfor mel erlaubt dann die Berechnung der Strahlungs- FR E 
energie für eine bestimmte Wellenlänge und eine bestimmte 
Temperatur. 


Neben der Photometrie war darauf zu achten, daß der 
in G erzeugte Nebel genau definiert war, d.h. seine Tropfen- | 
und Tropfenzahl mußte sich für jeden Fall hinreichend 
bequem bestimmen lassen; andererseits mußte man diesen 
Nebel beliebig oft erzeugen können. Dieses Ziel wurde auf 
folgendem Wege erreicht: In das Nebelgefäß wurde durch _ 
Einsaugen von Flammengasen eine hohe Zahl von Konden- ~— 
sationskernen gebracht*), dann wurde durch die Zuführung ie > $ 
nit Wasserdampf gesättigte Luft eingeführt und in Gen 
Überdruck von Ap=5 bis 40 em Hg hergestellt. Wurde 
jetzt auf Atmosphärendruck entspannt, so trat ein überaus | 
fener dichter Nebel auf, d.h. mit sehr hoher Tropfenzahl 


1) Durch die zugleich auftretenden Beugungserscheinungen wird 
das Spektrum etwas verzerrt, trotzdem hat die Abbildung nicht so weit 
an Schärfe verloren, daß eine Photometrie nicht mehr möglich wäre. 

2) Verwendet wurden freihängende gerade Nernstfäden, die keinen 
selbsttätigen Vorwärmer besitzen; sie vertragen die bei diesen Versuchen oh 
notwendigen, starken Stromänderungen und lassen sich bequem sauber 
abbilden. Die Lampen wurden von den Osram-Werken durch Vermittlung 


ve 


von Prof. Pirani zur Verfügung gestellt; die Eichung wurde in der ne 7 
Phys. Techn. Reichsanstalt ausgeführt; beiden Stellen sei hier nochmals 2: 
gedankt. 


3) Vgl. Anmerkung 2, 5. 480. 
4) Uber vgl. L. Andrén, Zählung und Me ssung 
d. kompl. Moleküle. Ann. d. Phys. 52. S. 1. 1917. ER 


tsch. 


Kernen gefällt?); führt: man nun in G durch Wi attefilter 
- frei gemachte Luft ein, so erhält man bei der folgenden Ent- 
spannung, wenn man dieselbe Entspannungsgröße anwendet, 
einen weniger diehten Nebel, denn die Kernzahl hat ab- 
genommen, aber der Tropfenradius wird größer, da dieselbe 
= Wassermenge als Nebel niedergeschlagen wird. — Die bei 
der künstlichen Erhöhung durch Einsaugen von Flammen- 
Pi ar gasen erzeugten Nebel sind so dicht, daß eine direkte Be- 
a stimmung der Tropfenzahl nicht in Frage kommt. Dagegen 
liefern die Kranzerscheinungen ein bequemes Mittel, um den 
Radius der Tropfen auf 0,1 genau festzustellen. R. Mecke’) 
hat die bei homogenem Nebel auftretenden Farbenerscheinungen 


er dureh Interferenz des gebeugten und des mit einem Phasen- 
wer unterschied den Tropfen durchsetzenden Lichtes erklärt, und 
aus dieser Annahme zu jeder deutlich als verschieden erkenn- 
0 baren Fürbung des zentralen Feldes den Tropfenradius be- 


= = 2. rechnet. Unter Benutzung der in der Arbeit von R. Mecke 
Be oy 22 zusammengestellten Tabelle®) ist die Bestimmung des Radius 
 ’ 0,1 u genau möglich, denn eine Änderung des Tropfen- 


eh: ni radius um wenige Prozent bringt schon eine deutliche Farben- 
a änderung hervor.) — Der durch obige Methode erhaltene 


1) Bei den ersten Versuchen wurde die reed nur durch 
den Hahn h vorgenommen; obgleich dieser eine Bohrung von 5 mm hatte, 
A selbst bei kleinen Druckunterschieden heftige Wirbel auf, die eine 
- Beobachtung des direkt hindurchgehenden Lichtes unmöglich machen. 

Ich brachte daher an den Enden der Röhre je 2 Fahrradventile g an, 
Be ra Verschluß durch einen elektromagnetisch gehaltenen Hebel hinein- 
a gedrückt wurde. Bei Stromöffnung wurde der Konus durch den Uber- 
druck von innen herausgestoBen; die auf diesem Entspannungswege 
_ erzeugten Nebel waren selbst bei den größten Druckunterschieden genügend 
W = wirbelfrei, da sich die Luft in der Röhrenachse ausdehnte. 
a 2) Diese Zahl wird nur unwesentlich dadurch erhöht, daß sich die 
oe Kerne allmählich zu Boden senken, denn bei ihrer Kleinheit (10°®— 10°®cm) 
iR ist ihre Fallgeschwindigkeit gering. 
RE 3) R. Mecke, Über Kranzerscheinungen im homogenen Nebel. 
i Ann, d. Phys. 61. S. 471. 1920. 
. 5 4) a. a. O. S, 485. 
; Br 5) Die beiden anderen Meßverfahren, die zur Größenbestimmung 
Tropfenradius in Frage kommen, die direkte mikroskopische Aus- 
 messung und ihre Berechnung aus der Fallzeit mit Hilfe des Stokesschen 
Gesetzes, führen zu ungenaueren Resultaten. 
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483 


Tropfenradienbereich beschränkt sich auf ly bis 34; denn 
beir << 1y ist der Nebel meist inhomogen, bei r > 34 macht 
die dadurch bedingte groBe Fallgeschwindigkeit eine Photo- 
metrie kaum möglich. 

Um nun Nebel von demselben Radius und verschiedener 
Tropfenzahl zu erhalten, bleibt nur der Weg, die Entspannungs- 
größe in möglichst weiten Grenzen zu verändern. Doch auch 


ijhier sind starke Beschränkungen auferlegt: Steigert man den 


Druckunterschied über 85 cm Hg, so kommt man schon nach 
wenigen, etwa 3—4 Entspannungen über den Tropfenbereich 
(1—3 u) hinaus, eine solche Entspannungsreihe!) liefert also 
nur wenige Beobachtungspunkte. Für die untere Grenze 
erwies es sich als praktisch, 6,5 em Hg zu nehmen, man könnte 
bis 3em Hg herunter gehen und würde dann selbst auf den 
größten Kernen noch Kondensation erreichen, doch käme man 
hier, von hoher Kernzahl ausgehend, erst nach etwa 40 Ent- 
spannungen zu einer Tropfengröße von 1,5 4. Zwischen den 
beiden extremen Werten 6,5 und 35cm Hg schaltete ich in 
regelmäßigen Abständen 5 Entspannungsgrößen ein. Die Be- 
rechnung der Tropfenzahl N geschieht aus der kondensierten 


Die durch die angewandten 7 Entspannungsgrößen in dem 
- [Tropfenbereich 1—2,5 « bedingten Tropfenzahlen habe ich 
- |berechnet und in Fig. 2 graphisch dargestellt. — Es ist inter- 


essant festzustellen, in welcher Weise die Kernzahlen bei den 
einzelnen Entspannungsreihen abnehmen. Trägt man als 
Abszissen die Nummern der Entspannungen, als Ordinaten 
die Tropfenzahlen auf, so muß bei größeren Druckunterschieden 


F 1) So nenne ich die Versuchsreihen, bei denen A p konstant gehalten 
wird, 
2) In den Formeln bedeuten 7, und 7' die absoluten Anfangs- und 
Endtemperaturen, g, und g die diesbezüglichen Verdampfungswärmen, 
py und p sind die Anfangs- und Enddrucke, 2, und a die Sättigungsdrucke 
bei Anfangs- bzw. Endtemperatur. Vgl. Winkelmann, Handbuch d. 


Wassermenge m und dem Tropfenradius nach den Formeln?): 
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O. Werner. 


die Kernabfallkurve steiler verlaufen als bei niedrigen. Fig. 3 
veranschaulicht das für einzelne Fälle. Dadurch, daß die 
Abnahme der Kernzahl diesen übersichtlichen, regelmäßigen 
Verlauf zeigt, ist es möglich, jeden Nebel von bestimmter 
Zusammensetzung in dem Tropfenradien- und Tropfenzahl- 
bereich, wie er durch die Kurven der Fig. 2 gegeben ist, beliebig 


ey Tropfenzahl und Radius bei ver- 


a schiedenen Entspannungsreihen Abnahme der 
| 4p =38,7em Hg Tropfenzahl 
a wo bei den 
j verschiedenen 
3 or Entspannungs- 
’ ” th 
VI = 10,5 „ reihen 
& 
q 
Barer —> Tropfenradius in u “ —> Nummer der Entspannung 
Fig. 2. Fig. 3. 


oft zu reproduzieren. Weiter ist aus Fig. 2 und 3 leicht 
ersehen, welchen Weg man einzuschlagen hat, um einen be 
stimmten Nebel herzustellen. — Da neben der Photometn 
für jeden Fall die Kranzfarben bestimmt werden müssen, is 
bei der Unbeständigkeit des Nebels eine schnelle Arbeits 
methode Haupterfordernis. 


Die Messungen wurden im Rot (A= 650 uu), Gel 
(A = 589 yx) und Blau (A = 500 uz) ausgeführt; das Ergebni 
ist in den Figg. 4, 5 und 6 dargestellt, die Strahlungsenergie 
die durch das nebelfreie Gefäß geht, ist in jeder Farbe glei 
100 gesetzt worden. Jede Kurve entspricht einer Entspannung 
reihe; die kondensierte Wassermenge ist also konstant, währen 
Tropfenradius und dementsprechend Tropfenzahl von Nebel z 
Nebel sich ändern. Aus den Kurven geht hervor, daß i 
sichtbaren Gebiet die Durchlässigkeit für alle Farben annähern 
gleich ist; allen Kurven gemeinsam ist das starke Anstei 
der durchgelassenen Strahlungsenergie bei wachsendem Radi 
Auch folgen sie alle keinem einfachen Exponentialgeset# 
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Über die Schwächung der sichtbaren Strahlung usw. 45 Tie 
sondern weisen eine Abweichung davon auf, die sich nun on ee 

im Rot etwa bei Tropfenradius 1,8, im Gelb und weiterhin 
im Blau bei kleineren Radien zeigt.) Wäre die Farbe von a 
Lichtquelle und zentralem Felde komplementär, so müßte das 


Abhängigkeit der durch Nebel hindurchgelassenen Energie (in Prozenten Ze; 
der ungeschwächten) vom Radius bei konstanter Wassermenge ~ oe 


Wr 
A= 500 un 


Fig. 4. Fig. 5. 


zentrale Feld bei r=1,8u rot gefärbt sein; aus folgender 
Tabelle läßt sich jedoch deutlich eine Verschiebung von 0,1 bis 
0,2 u erkennen: 


Tropfenradius in u . 125 14 1,52 1,63 1,87 2,0 2,2 
Färbung des zentralen 
Feldes . . . . . blau grün gelb rot violett graublau grün 
Stelle der größten Ab- 
weichung im . . blau gelb rot 


Hält man den Radius konstant und trägt als Abszissen 
die Tropfenzahlen in cem auf, so erhält man Fig. 7. Die Kurven 


1) Das Auftreten der Abweichungen und ihre Abhängigkeit von 
Wellenlänge und Tropfenradius läßt vermuten, daß auch der Brechungs- 
exponent eine Rolle spielt. Ich machte daher Versuche mit Nebeln anderer 
Flüssigkeiten wie Chloroform, Benzol und Anilin, deren Brechungsexponent 
von dem des Wassers wesentlich verschieden ist. "Trotz zahlreicher Ver- 
suche gelang es nicht, Resultate in Meßbereichen von der Ausdehnung 
zu erhalten, daß ein Vergleich mit den bei Wassernebel gefundenen Kurven 
zulässig wäre. Es lag zum Teil daran, daß bei diesen Flüssigkeiten nur 
Nebel mit größeren Tropfen zu erhalten sind, oh 

Annalen der Physik. IV. Folge. 70. 
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O0. Werner. 


in dieser Figur haben in allen Fällen eine einheitliche Form, 
sie fallen bei großen Radien steil ab; so muß man die Tropfen- 
zahl ungefähr verdreifachen, um bei dem Radius 1,0 u dieselbe 
Schwächung zu erzielen, wie bei 2,0 u. Fig. 8 zeigt den Verlauf 


Abhängigkeit der durch Ab dureh 
Nebel hindurchgelassenen Nebel hindurchgelassenen 
y ee Energie von der Tropfen- Energie vom Radius bei 
zahl bei konstant. Radius konstanter Tropfenzabl 


A4=500 uu = 650 
N 


— 
«or 
4] 
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Fig. 7. Fig. 8. 


der durchgelassenen Energie bei konstanter Tropfenzah] und 
veränderlichem Radius; aus ihr geht die Lage der Abweichungen 
bei den einzelnen Farben noch deutlicher hervor. 


Die Genauigkeit ist für die einzelnen Kurven der Figg. 4 
bis 6 verschieden, sie beträgt bei den Reihen mit niederen 
Druckunterschieden etwa 1 Proz. Bei größeren Ap können 
die Fehler bis zu 4 Proz. ansteigen, denn hier ändert sich die 
Beschaffenheit der Nebel von Entspannung zu Entspannung 
rascher und die Einstellung des Nernstfadens N, wird un- 
sicherer. 

Um die experimentellen Ergebnisse (Figg. 4—6) in einer 
Formel darzustellen, würde man am besten von der einfachsten 
Annahme ausgehen, daß die Nebelteilchen vollkommen un- 
durchsichtige Scheibehen sind von der Form eines Kreises 
mit dem Radius der Nebeltröpfehen; von allen anderen Ein- 
flüssen wollen wir absehen. Im übrigen seien die Voraus- 
setzungen der Versuchsanordnung angepaßt: Es falle weißes 
von der I, auf que Nebelschicht auf. 
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n-I-Schichten vorstellen, deren jede n?g-Scheibehen enthält. 
Es ist also die Abnahme der Intensität bei einer Schicht ds: 


Integration von s = 0 bis s = n-1, wenn man noch die Anf: 4 Orgs 
intensität mit J, bezeichnet: 


— 
J=J,-e ar = 


wenn a = N-ar*q gesetzt ist.!) 
Mit Benutzung der Größe m, d. i. die kondensierte Wasser- _ 
menge pro cem, läßt sich diese Gleichung auch schreiben 
3 m 
J=J,-e 
Dieses Resultat der geometrischen Optik erklärt schon recht 
gut die Tlatsache, daß die Intensität des durchgehenden Lichtes — 
bei Nebeln mit konstanter Wassermenge bei wachsendem 
Radius so stark zunimmt. 

In Wirklichkeit ist die Erscheinung weitaus komplizierter, 
darauf weist schon der nicht einheitliche Verlauf in den einzelnen 
Kurven hin. Denn einmal wirken die Nebeltrépfchen als un- 
regelmäßig im Raum verteilte Beugungsschirmchen, ferner — 
wird das axial durch den Tropfen hindurchgegangene Licht 
nicht zu vernachlässigen sein. Weiterhin ist es möglich, daß 
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bets 
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1) W. Trabert, „Über d. Extinktion d. Lichtes in trüben Medien“, 
Meteorolog. Zeitschr. 18. 1901 und H. Happel, Zeitschr. für Mathem. _ 
u. Phys. 61. S.43 kommen durch umständlichere wahrscheinlichkeits- 
theoretische Überlegungen zu demselben Resultat. Denn offenbar ist 
obige Aufgabe identisch mit folgendem Wahrscheinlichkeitsproblem: — 
welcher Teil von gem bleibt wahrscheinlich frei, wenn ich ihn willkürlich — 
mit g-Scheibehen vom Radius r belege. Beide Autoren kommen auf — 
verschiedenen Wegen zu dem Ergebnis W = (1- 172)"'*", diese — 
genaue Formel läßt sich schreiben, da ar?<1qem, W= el wie 
oben. Die Formel ist meines Wissens experimentell noch nicht ni-2 
worden. 
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Über die Schwächung der sichtbaren Strahlung usw. 487 | 
0, | Längeneinheit und fällt auf den Querschnitt q der den Nebel a 
| durchsetzenden Lichtsiule die Intensität J auf, so 
e | w den W urch d m lange Nebelgefä durch \ aa 
= 
: 
id 
2 : 
4 
an 
= das durch einen Tropfen gegangene Licht durch einen zweiten <n 
1° | wieder so gebrochen wird, daß es in die ursprüngliche Richtung 
ae as . . q 
Absorp lurch üssigke fte 
n- 
er 
D- 
| 
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488 O.Werner. Über die Schwächung der sichtbaren Strahlung usw, 


bei der geringen Menge keine Bedeutung haben. Da alle diese 
Strahlen kohärent sind, können sie interferieren; hierdurch 
ließe sich dann die Abhängigkeit von der Farbe erklären. Be 
diesen Überlegungen’ zu quantitativen Ergebnissen zu kommen, 
dürfte jedoch recht schwierig sein, von einem Verfolg dieses 
Gedankengänge soll hier abgesehen werden. 


Vorstehende Arbeit ist im Physikalischen Institut der 
Technischen Hochschule Berlin ausgeführt. Hrn. Geh. Reg. 
Rat Prof. Dr. Kurlbaum sei auch an dieser Stelle für die 
freundliche Anregung und das Entgegenkommen besteng 
gedankt. 


Anmerkung: Äitere Literatur über diesen Gegenstand: 

1. J. Kiessling, Dämmerungserscheinungen. Hamburg 1888. Dort 
finden sich auch die hier verwendeten Bezeichnungen der optischen Wr 
scheinungen. 

2. ©. Barus, Smithonian Contributions. Nr. 1309. 1901. 

„ Nr. 1373. 1903. 
American BEER of Science XXV. S. 224. 1908 


3. G. En Bestimmung des Transparenzkoeffizienten des 
Nebels. Diss. Kiel 1905. 


4. E. Barkow, Versuche über Entstehung von Nebel. Diss. Mar 


burg 1906. 


In theoretischer Hinsicht wäre noch eine Arbeit von A. Mallock 
zu nennen, Proc. Roy. Soc. London A. 96, 8.262. 1919. — Er stellt dieselbé 
 Wahrscheinlichkeitsaufgabe, sein Resultat ist aber durch nichts begrindet 


Druck von Metzger & Wittig in Leipziz. 
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